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摘要

本文是一个说明性笔记，结合了量子物理学发展史和量子化理论中特定数学主题的回顾（针
对并非完全不懂量子力学的学生）。
我们在引言中回顾了量子革命的早期阶段，并在第 2.1 节中重述了一些辛几何的基本概念，

然后在第 2.2 节中概览了所谓的预量子化 (prequantization)，从而为第 2.3 节概述几何量子化
(geometric quantization) 奠定了基础。在第 3 节中，我们应用一般理论研究 Kähler 流形量子化
(quantization of Kähler manifold) 的基本例子。在第 4 节中，我们回顾了 Weyl 和 Wigner 映
射，以及为相空间中量子力学 (quantum mechanics in phase space) 奠定基础的 Groenewold 和
Moyal 的工作，最后简要回顾了形变量子化 (deformation quantization) 的现代发展。第 5 节回
顾了二次量子化及其数学解释。我们指出，处理（非相对论）束缚态需要超越二次量子化概念的
数学形式化。附录中专门介绍了 Pascual Jordan，他是量子力学创建者中最不为人所知的一位，
也是” 量子化物质波理论” 的主要设计师。

∗Edward Nelson 的一句名言的第一部分，以“但是二次量子化是一个函子”结尾。引用 John Baez[B06] 的话说:“除非能解释
这句话，否则没有人是真正的数学物理学家。”Bulg. J. Phys. 39 (2012) 107-149; Bures-sur-Yvette preprint IHES/P/12/01.
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1 引言：历史评述

近一个世纪以来，新旧量子力学一直是一门活跃的学科。即使我们只计算教科书的数目，
其数量也是巨大的，而且还在不断增长。我最喜欢的是 Dirac 的 [D30]。这些笔记面向对这一
主题的历史及其数学基础有兴趣的读者。John von Neumann 的 [vN] 是关于量子力学数学意
义的早期专著。至于更近期的著作，请参见 [FY, Mac, T] 以及其他许多著作。后一本书还包
含精选书目。有关该主题历史的资料包括：[MR, Dar, Sch, PJ07]。

1.1 量子革命的第一步

量子理论需要一个新的概念基础。19 世纪之交，人们逐渐认识到经典力学和电动力学在
原子现象领域的不足，因此有理由对非常成功的经典力学和电动力学进行如此巨大的变革。四
项理论突破为量子力学的诞生做好了准备。

1900: Max Planck（1858-1947 年）紧跟柏林的 Rubens-Kurlbaum 实验，找到了黑体辐
射的光谱密度 ρ(ν, T ) 的公式。作为频率 ν 和绝对温度 T 的函数的黑体辐射光谱密度公式：

ρ(ν, T ) =
8πhν3

c3
1

eβhν − 1
, β =

1

kT
. (1.1)

这里 k 是 Boltzmann1常数，h 是 Planck 常数 (Planck constant) 表示作用量子 (quantum of
action) (这也是本文回顾所有四项突破的标志)。从经验中发现这样一个公式看起来就像是一
个奇迹。在发现这个公式的时候，似乎没有人意识到它与著名的 Bernoulli2数生成函数密切相
关，而最近又发现与模形式密切相关（基于共形紧致空间上的自由无质量量子场理论的推导强
调了与模形式的关系，见 [NT]；它还与指标定理和号差定理有关，见 [H71] 第二节）。Planck
并没有止步于此。他找到了其有效性的前置要求（虽然在当时听起来很疯狂）。首先，他假设
能量由有限元素组成，量子 (quanta) 与光波的频率 ν 成正比 ϵ = hν。其次，他认识到量子
应该是不可区分的 (indistinguishable) 的，从而预言了二十多年后发现的 Bose-Einstein 统计
(Bose-Einstein statistics)（见 [P] 第 19a 节）。这就是 Planck，一个天生保守的人，如何在 42
岁时开始了 20 世纪的科学革命。

1905: Albert Einstein (1879-1955 年) 是第一个认识到 Planck 工作的革命性特点的人。
光量子是真实存在的：它可以把电子踢出金属表面，从而产生光电效应 (photoelectric effect)。
1913 年，Planck 等人推荐 Einstein 为普鲁士科学院院士，他的以下评论可以判断爱因斯坦的
大胆假设有多么超前：“总之，...... 在现代物理学如此丰富的重大问题中，几乎没有一个问题
是爱因斯坦没有做出卓越贡献的。他有时可能会偏离目标，例如在他的光量子假说中，但这
并不能对他造成太大的影响......”（见 [P] 第 19f 节）。Robert Milikan (1868-1953 年) 在 1915
年证实了 Einstein 的预言（1923 年获得 Nobel 奖），但他自己却无法相信” 光的粒子”。即使
在 Einstein 于 1921 年获得 Nobel 奖之后，” 特别是由于他在光电效应方面的工作”，主要物
理学家3和 Slater 仍然对波粒二象性感到不安。

1Ludwig Boltzmann (1844-1906 年) 创立了热力学的统计解释，这种解释正是 Planck 最初试图克服的。以概率 S = klogW

表示的熵的表达式被刻在 Boltzmann 在维也纳的墓碑上 (见 [Bl])。
2Jacob Bernoulli (1654-1705 年) 是 Basel 数学家大家族中的第一人。Bernoulli 数出现在他于 1713 年去世后出版的关于概

率论的论文 Ars Conjectandi 中。
3像 Bohr，Kramers(荷兰物理学家 Hendrik Anthony (”Hans”) Kramers(1894-1952 年) 在 1916 年至 1926 年的近 10 年间，

一直是 Niels Bohr(1885-1962 年) 在哥本哈根的高级合作者。)



1 引言：历史评述 4

1911-13: Ernest Rutherford (1871-1937 年) 于 1911 年建立了行星原子模型：轻质电子
围绕一个紧凑、大质量、带正电荷的原子核运行，根据经典电动力学定律，这是一种极不稳
定的结构。显然，原子物理学需要新的定律。Niels Bohr 在 1913 年意识到，原子的发射光
谱和吸收光谱，即原子的指纹 [B05]，可以解释为静止状态之间的转换（1910 年，奥地利物
理学家 Arthur Haas4在他的博士论文中提出了 Bohr 模型。他的结果最初在维也纳遭到嘲笑。
1922 年，Bohr 因其原子模型获得了诺贝尔奖）并且还推导出了 Balmer 的氢原子光谱公式
（见 [P86]9(e)）。用早期量子力学教科书《量子力学》（见 [D30]）中雄辩的语言来说：“我们
在这里看到了经典力学崩溃的一个非常突出和普遍的例子——不仅仅是它的运动定律不准确，
而且它的概念也不足以为我们提供原子事件的描述。”

1923-24: 受光量子的波粒二象性的启发，Louis-Victor, de Broglie 王子 (1892-1987 年)
预言了所有粒子波的性质。他的预言在 1927年被两个独立的电子衍射实验所证实。de Broglie
于 1929 年获得诺贝尔物理学奖。

1.2 光辉岁月：1925-1932

每当我们回顾 1925 年至 1930 年期间物理理论的发展，都会感受到奇迹般的喜悦和震撼。

——Rudolf Haag

量子力学以两种面貌出现：Werner Heisenberg (1901-1976 年) 和 Paul Dirac (1902-1984
年)认为它是一种粒子理论，而 Louis de Broglie和 Erwin Schrödinger (1887-1961年)则认为
它是一种波动力学 [Sch]。尽管 Schrödinger 已经认识到了它们之间的等价性，但只有变换理
论提供了一个一般设定，使人们能够把相互竞争的方法看作是同一理论的不同表象/图景。它
主要是由 Pascual Jordan 和 Dirac 发展起来的（见附录）。

1925 年 7 月，犹豫不决的 Heisenberg 把一篇突破性论文的手稿“量子理论对运动学和力
学关系的重新诠释”（英文译文及注释见 [SQM]）交给了他的哥廷根大学教授 Max Born(1882-
1970年)5，并动身前往莱顿和剑桥。Heisenberg在论文的最后邀请大家“对本文中肤浅使用的
方法进行更深入的数学研究。”Born很快意识到，Heisenberg在不知不觉中处理的是矩阵乘法。
他把自己的兴奋告诉了他的前助手Wolfgang Pauli (1900-1958年)，请他一起研究 Heisenberg
思想的合适的数学重述，但 Pauli 以他惯常的不敬风格回答说：” 是的，我知道，你喜欢繁琐
复杂的形式主义。你只会用徒劳无益的数学来破坏 Heisenberg的物理思想 (见 [Sch]第 8页）。
只有 Born 做出了正确的选择，转向了 22 岁的 Jordan，正是 Jordan，按照他导师的想法，首
次证明了现在称为“Heisenberg 对易关系”，即：2πi(pq − qp) = h——并被刻在了 Born 的墓
碑上。Dirac在 1925年独立发现了它，并将其与 Poisson6括号 {q, p} = 1联系起来。与他的朋
友 Pauli 不同，Heisenberg 欢迎矩阵力学的“器具”发展。几十年后，他谈到了从揭示不可交
换乘法的本质中得到的教训：“如果我们在一个原本很有说服力的计算中发现了一个困难，我
们不应该把这个困难推开，而是应该努力把它变成整个东西的中心。”（见 [MR]，3，III.1）在
Born-Jordan的论文完成之前，他就开始参与这项工作–首先是从哥本哈根给 Jordan写信。合
作（Dreimännerarbeit——三个人的工作 [BHJ]）是富有成效的，尽管并不容易。Heisenberg
认为他们应该从物理上的有趣应用入手，而不是像 Born 和 Jordan 提议的那样，首先扩展”

41884 年出生于布尔诺-1941 年去世于芝加哥
5在哥本哈根逗留了 7 个月后，当时他正在北海的一个小岛 Helgoland 上养病花粉热——见 [T05]。
6Siméon-Denis Poisson (1781-1840 年) 于 1811 年在他的 Traité de mécanique 引入动量 p = ∂T

∂q̇
的概念，T 是动能。
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器具“，包括电磁场理论。他坚持认为，他们只需为一个由 n 个自由度组成的系统假设正则对
易关系（canonical commutation relations）（约化 Planck 常数 h̄ 由 Dirac 在他的书 [D30] 中
引入）：

i[pj , qk] = h̄δjk (h̄ =
h

2π
) , [pj , pk] = 0 = [qj , qk] , j, k = 1, 2, ..., n , (1.2)

而不是按照他的合作者的愿望，试图从 Hamilton 运动方程中推导出它们。时隔四分之一个
世纪，Wigner7又回到了“运动方程是否决定量子力学对易关系”的问题上（Physics Review，
1950 年）。这个问题引发了 para 统计 (parastatistics) 的发现 (Green, Messiah, Greenberg) 及
其超 lie 代数的推广（Palev）。最后一节专门讨论辐射理论，由 Jordan 独自完成（[MR] 3，
IV.2）。它包含了对 Planck 黑体辐射公式的首次量子力学推导，这是一个属于量子电动力学
领域的课题。几十年后的 1962 年，Jordan 在与 [SQM] 的编辑 Van der Waerden (1903-1995
年）交谈时说，这是他对量子力学最重要的贡献，但这一贡献一直不为人知，也未得到赏识。

1926 年 1 月 27 日，在 [BHJ] 问世的一周前，在一个令人振奋的假期之后，Schrödinger
提交了四篇系列论文中的第一篇，题为” 量子化作为一个本征值问题”。正因为他基于“波动
方程” 的波动力学表述看起来与 Heisenberg、Born、Jordan 和 Dirac 等人所描绘的图景大相
径庭。但它拓宽了量子理论的范围，并使其最终变得更加灵活。

1.3 数学化理解的开始

数学家就像法国人：无论你告诉他们什么，他们都会翻译成自己的语言，然后就变成了完
全不同的东西。

——J.W. Goethe (1749-1832)

在 Dirac 发现坐标和动量的对易括号与 Poisson 括号的简单关系

[q, p] = ih̄{q, p} (= ih̄), (1.3)

之后，似乎可能为更一般的可观测量（即：相空间8上的实函数）假设一种类似的关系。这立
刻导致了一个排序问题。简单的对易关系

1

2
[q2, p2] = ih̄(qp+ pq) (1.4)

建议使用适当对称的乘积9这样，就可以在 p 和 q 的二阶多项式中采用简单的量子化规则。对
于一般的三次多项式，f(p, q), g(p, q)（以及正则 Poisson 括号——见第 2.1 节），我们不可能
总是有一种类型的关系

[f, g] = ih̄{f, g} (1.5)

无论 f, g 和等号右边是如何排序的。10另一方面，二次（或线性）的性质在正则变换下并不不
变。“如果没有一些额外的结构，我们就不可能量子化一个辛流形。”[GW]（这种类型的一般结
果在量子力学发现二十多年后就已经确立了——见 [G46, V51]。）我们最多只能选择 (1.5) 有

7Jeno，后来的 Eugene Wigner，(1902 生于布达佩斯-1995 卒于普林斯顿）于 1963 年获得诺贝尔物理学奖。
8在 [N] 中讲述了力学中出现相空间概念的故事，抑或是相空间错综复杂的故事。
9系统的完全对称排序（见第 4.1 节）由 Hermann Weyl (1885-1955 年) 提出，他是 David Hilbert (1862-1943 年) 的学生，

作为最后一位声望接近他老师的全能数学家。
10将在下文第 2.2 节中展示方程 (1.5) 确实有一个向量场解；我们还将解释为什么这个解在物理上不能令人满意。
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效的可观测量的子集。如果问题具有连续对称性，那么明智的做法是在选定的动力学变量中
选择其 Lie 代数生成元。上面提到的写成 p 和 q 的 (对称) 二次多项式就是这种类型：对于一
个有 n 个自由度的系统，这些多项式张成了实辛群 Sp(2n,R) 的一个投影表示对应的 Lie 代
数 sp(2n,R)，该表示是其双覆盖的真实表示11，偏辛群 (metaplectic group)Mp(2n)，正则对
易关系 (1.2) 的自同构群。它是一个非紧致单纯 Lie 群，其非平凡幺正不可约表示都是无限维
的。另一个物理上非常重要的例子（考虑 Jordan 和 Heisenberg 文 [BHJ] 中）是角动量——
(紧致) 旋转群的 Lie 代数 so(3) 的 hermite 生成元（以及它的二折叠覆盖 SU(2)，它给了半
整数自旋 s 一个空间12：

M = r × p + s , [Mx,My] = ih̄Mz etc. (Mz = xpy − ypx + sz). (1.6)

下面的基本练习回顾了紧致 lie 群的表示理论和对易关系 (1.6) 可以用来计算 Mz 和 M2 :=

M2
x +M2

y +M2
z 的联合谱（它们之间是对易的）。

练习 1.1 (a) 使用对易关系 (1.6) 的形式

[Mz,M±] = ±h̄M± , [M+,M−] = 2h̄Mz for M± =Mx ± iMy (1.7)

来证明 Mz 的谱在 SU(2) 任意不可约 (有限维) 表示中有如下形式

(Mz −mh̄)|j,m⟩ = 0 , m = −j, 1− j, . . . , j − 1, j , j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . . (1.8)

(b) 运用关系
M2 =M2

z +
1

2
(M+M− +M−M+) =M2

z + h̄Mz +M+M− (1.9)

来证明 (M2 − j(j + 1)h̄2)|j,m⟩ = 0。
(提示: 运用关系 M−|j,−j⟩ = 0(=M+|j, j⟩)。)

然而，一般来说，没有“最佳算法”来量子化一个给定的经典系统。这就是为什么人们常
说量子化是一门艺术（quantization is an art）13可以从下面三个我们知道的例子中了解量子
化的含义。最熟悉的一个是 M = R2n 装配了正则辛形式 (canonical symplectic form)

ω = dp ∧ dq =
n∑
j=1

dpj ∧ dqj , (1.10)

在确定的一个仿射结构其中，pi 和 qj 是 M 上的线性函数。另一个重要的例子是余切丛 M =

T ∗Q 装配了一个切触形式 (contact form) θ = pdq, q ∈ Q, p ∈ T ∗
qQ，它可以用一种自然的方

式量子化 Q 的半密度 (half-density)。类似地，有一个自然的步骤通过合适线丛的全纯截面来
量子化 Kähler14流形见第 2.1 节。这些例子有部分重叠。例如，我们可以在 R2n 上引入复结
构，设

√
2zj = qj − ipj ⇒ dp ∧ dq = idz ∧ dz̄. (1.11)

11这不是一个矩阵群，更多关于 Mp(2n) 及其应用的更多信息可以在 [F, deG] 或者 [T10] 的第 3 节和第 4 节及其中参考文献
找到

12关于自旋的故事，请参阅 [Tom]；关于它与 Clifford 代数的关系，请参阅 [T11]）
13Ludwig Faddeev 在 2009 年 3 月洛桑听完 Witten 关于 [GW] 的演讲之后的讨论中使用了这句话，暗指可积系统量子化中的

[F] 的 Lax 序。一年后，Witten 的学生用同样的话作为 [G10] 第 2 节的标题。
14德国数学家 Erich Kähler (1906-2000 年) 于 1932 年在汉堡大学提出了 hemite 度规，关于他的工作和个性参见，尤其请参见
陈省身的文章和 R. Brendt 和 A. Bohm 的文章。量子化 Kähler 流形是一个持续受到关注的生动课题，例如参见 [AdPW], [Hi],
[GW], [W10], [G10]。我们将在下面的第 3 节对其进行研究。
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然而，这两种看待经典相空间的方法并不完全相同。每个新结构都会减少理论的自然不变群。
如果群保持 R2n 的仿射结构是 GL(2n,R)，那么 Kähler 形式 (1.11) 的对称群就是它的子群
U(n)——GL(2n,R) 的正交子群和实辛子群的交集：U(n) ≃ O(2n) ∩ Sp(2n,R)。

2 几何量子化简介

我们从 Baez 解释 [B06] 为什么量子化是个谜开始。
“数学上，如果量子化是‘自然的’，那么它就会是一个从对象为辛流形 (= 相空间) 态

射为辛映射 (= 正则变换) 的范畴 Symp 到对象为 Hilbert 空间态射为幺正算子的范畴 Hilb

的函子。”实际上，有一个从 Symp 到 Hilb 的函子，它分配每一个 (2n 维) 辛流形 M(或
(M,ω))Hilbert 空间 L2(M)(依赖于与 M 上辛形式 ω 相关的度量，在仿射相空间的最简单情
况由 (1.10)给出)。这就是所谓的预量子化 (prequantization)，将在下文 2.2节中简要介绍。15

2.1 辛几何的元素

Hamilton 力学是相空间中的几何。

——Vladimir Arnold (1937-2010), 1978.

范畴学的语言：读者不应该害怕范畴和函子等术语：这种语言由 Eilenberg 和 MacLane 引入，并由 Grothendieck 及其学派

发展而来，在现代数学中已经相当普遍，而且对于数学物理中越来越多的问题——包括量子化（以及同调镜像对称，见 [G10]）非

常自然。一个友好的简介，见 [B06]；在更高级的数学文献中，[GM] 的介绍性材料，包括前两章在内，是很有帮助的。为了方便

读者，我们回顾几个非正式的定义。一个范畴 (category) C 由对象的类 (class of objects)X,Y ∈ C 和它们的非相交集合的映射

Hom(X,Y ) 组成，这些映射被称为态射 (morphism)，并表示为 ϕ : X → Y，其复合满足结合律。我们注意到，范畴的定义只

涉及对态射的操作，而不涉及对对象的操作。两个范畴之间的一个函子 (functor)F : C → D 是对象之间的一个映射，以及态射

之间的一个映射 ϕ → F (ϕ)，使得 F (ϕψ) = F (ϕ)F (ψ)，每当 ϕψ 被定义时；特别地，F (idX) = idF (X)。一个重要的例子是

基本群 (fundamental group)，它可以被看作是从拓扑空间范畴到群范畴的一个函子（相应的同态为态射）。

我们接着要定义辛微分几何学的一些基本概念，这是一个与数学物理持续相关的课题，有
大量相关的文献——例如，见 [Br, CdS, deG, F, M, V]。
微分流形 M 的切丛 (tangent bundle) TM 是由向量场 (vector fields) 或方向导数 (direc-

tional derivatives)——即一阶齐次微分算子 Xi(x)∂i 张成的，它们是具有局域坐标 xi 的每个
点邻域的导数 ∂i :=

∂
∂xi 的线性组合。余切丛由 1-形式组成，由视为向量场上线性泛函的微分

dxi 张成，使得

dxi(∂j) = (dxi, ∂j) = δij (δij = diag(1, ..., 1)), 对于 ∂j =
∂

∂xj
. (2.1)

我们还假设 ∂i 与 dxj 反对易。与向量场 X 的缩并记为 X̂，举例而言，我们应该有

∂̂qdp ∧ dq = −dp. (2.2)
15有关各种量子化方法的读者友好回顾（以及 266 种书目），见 [AE]。后面关于预量子化的更高级文献，见 [WZ, ZZ]；预量子
化是 Kostant 和 Souriau 的几何量子化 [Wo] 的第一步，而几何量子化是从 Kirillov 的轨道方法 [K99] 发展而来的。一个非常有
帮助的课堂笔记 [B] 回顾了它，而它也是近来研究 [H90, AdPW] 的主题；在 [GW, G10] 中的其它现代量子化方法，它也得到了
简要讨论。
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我们注意到，一个向量场 X 和微分形式 ω 的缩并更常被写成 iXω。我们还可以使用张量场
T rs (x)（逆变阶数为 r 和协变阶数为 s）的概念，它被定义为张量积 (TxM)r ⊗ (T ∗

xM)s 的元素
（光滑取决于 x）。在构建高阶外微分形式时，我们使用奇数微分的 d 的反对易性；如果 r 是
形式 ωr 的阶，那么：

d(ωr ∧ α) = (dωr) ∧ α+ (−1)rωr ∧ dα (d2 = 0). (2.3)

如果 dωr = 0，我们称为 ωr 的一个闭形式 (closed form)。如果存在一个 (r − 1)-形式 θ 使得
ωr = dθ，则它被称为是恰当的 (exact)。用 Cr 表示闭 r-形式的加法群，用 Br 表示其恰当形
式（边界 (boundaries)）的子群，我们将 r-阶上同调群 (cohomology group) 定义为商群

Hr(M)(= Hr(M,R)) = Cr/Br. (2.4)

另一个重要的概念，沿着一个向量场 X 的 Lie16导数 LX，(历史回顾，见 [Tr])，可以丛
代数的意义上定义为：(1) 它与光滑函数上沿 X 的方向导数重合：LXf = Xf ; (2) 它在张量
场的积上像一个导子一样运算 (即：满足 Leibniz 法则)：

LXS ⊗ T = (LXS)⊗ T + S ⊗ LXT ; (2.5)

(3) 它通过对易关系作用在向量场上：LXY = [X,Y ]; (4) 作用于微分形式，它满足 Cartan17

魔法公式 (Cartan’s magic formula)：

LXω = X̂dω + dX̂ω, 特别地, LXdω = dLXω. (2.6)

一个辛流形 (symplectic manifold): 被定义为具有非退化闭 2-形式的流形。（2n 维流形上
的非退化 2-形式 ω 的特征是对应的 Liouville18体积形式 ω∧n 非零。）如果用局域坐标把辛形
式写成 ω = 1

2
ωijdx

i ∧ dxj , ωij = −ωji，那么反对称矩阵 (ωij) 是可逆的，它的逆 (P ij) 定义
了 M 上函数间的 Poisson 括号 (Poisson brackets):

{f, g} = P ij∂if∂jg 对于 ∂i =
∂

∂xi
, P ikωkj = δij . (2.7)

每个辛流形都是偶数维且可定向的。在每个点的邻域，它都有局域 Darboux19坐标 (pi, q
j)，其

中辛形式 ω 由正则表达式 (1.10) 给出。
辛流形 (M,ω)上的每个函数 f 都对应一个Hamilton20向量场Xf，使得 X̂fω := ω(Xf , ·) =

df(·)。在上述仿射情况下，它由下面公式给出：

Xf =
∂f

∂q

∂

∂p
− ∂f

∂p

∂

∂q
. (2.8)

M 上两个函数之间的 Poisson 括号用相应的向量场表示为

{f, g} = Xfg = −Xgf = ω(Xg, Xf ) =
∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂q
. (2.9)

16挪威数学家 Sophus Lie（1842-1899 年）毕生致力于连续变换群理论的研究。
17Élie Cartan（1869-1951 年）提出了反对称微分形式的一般概念（1894-1904 年）和旋量理论（1913 年）；他在博士论文中完
成了（1894 年）半单纯 Lie 代数的 Killing 分类。

18Joseph Liouville (1809-1882 年) 证明了 Hamilton 时间演化是保测度的。他对复分析和数论的贡献也很著名。
19Jean-Gaston Darboux(1842-1917 年) 在 1882 年对 Pfaff 问题的研究中确定了正则变量的存在。
20William Rowan Hamilton（1805-1865 年）在 1827-1835 年间提出了现在被称为 Hamilton 形式，也被称为 Lagrange 形式，
将力学和（几何）光学统一起来。他在 1843 年发明了四元数（将在下文第 3.3 节讨论）。
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由此可见，向量场的对易代数提供了 Poisson 括号的无穷维 Lie 代数的表示：

[Xf , Xg] = X{f,g}. (2.10)

一个光滑流形 M 装备了一个 Poisson 括号 (即：是反对称的并且满足 Jacobi 恒等式 (Jacobi
identity) 被称为是一个 Poisson 流形 (Poisson manifold)。) 从 (2.9) 中可以清楚地看出，
Poisson 括号在 M 上光滑函数的代数上产生了服从 Leibniz21法则 (Leibniz rule) 的导子，从
而定义了 Poisson 结构 (Poisson structure)：

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}. (2.11)

Poisson 流形（它是辛的，当且仅当矩阵 P 定义的 Poisson 二重向量 (Poisson bivector) 是可
逆的）是形变量子化的天然游乐场（将在下文第 4 节对其进行考察）。
一个紧致辛流形 (compact symplectic manifold) 应该必须有一个非平凡第二上同调群。

由此可见，一个球面 Sn 只有在 n = 2 时才具有辛结构。
练习 2.1 证明 1-形式

η1 = i
zdz̄ − z̄dz

2zz̄
=
xdy − ydx

x2 + y2
(2.12)

在点状平面 C∗ = {z = x + iy, (x, y) ∈ R2; r2 := x2 + y2 > 0} 是闭的，但不是恰当的，尽管
是局域的，围绕任意非零点 (x, y)，它可以写成多值函数的微分,

η1 = dφ对于φ = arcsin y
r
= arccos x

r
= arctan y

x
. (2.13)

证明如果 η 是 H1(C∗) 的任意元素，即如果
∫
S1 η = b ̸= 0 那么 1-形式 η− b

2π
η1 是恰当的（提

示：使用 dφ 沿单位圆的积分是 2π 这一事实）。
一个（赝）Riemann22流形 ((pseudo) Riemannian manifold) 是一个实微分流形 M，在

切空间 TM 的每个点装备了一个从点到点光滑变化的非退化二次型 g。我们主要感兴趣的
是 Riemann 度规（Riemannian metric）的情况，在这种情况下，形式 g 是正定的（positive
definite）。一个 n 维复流形（complex manifold）可以看成是一个 2n 维实流形装备了一个可
积复结构（complex structure）——即：TM 的一个向量丛自同态 J (即就是一个 (1, 1) 型张
量场) 使得 J2 = −1。

这种平方 −1 的自同态（即：TM 到它本身的线性映射）被称为殆复结构（almost complex structure）。一个殆复结构 J 和
一个 Riemann 度规 g 定义了一个 Hermite23结构（Hermitian structure），如果它们满足相容条件

g(JX, JY ) = g(X,Y ). (2.14)

每个几乎殆 Hemite 流形都有一个非退化基本 2-形式（fundamental 2-form） ω(= ωg,J)：

ω(X,Y ) := g(X, JY ) ⇒ ω(X,Y ) = ω(JX, JY )

= g(JX, J
2
Y ) = −g(JX, Y ) = −g(Y, JX) = −ω(Y,X). (2.15)

如果殆复结构依赖于 Levi-Civita24联络是协变常数，则基本形式是闭的（并且因此是辛的）：

▽J = 0 ⇒ dωg,J = 0 (2.16)

21Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716年)，数学家兼哲学家，符号逻辑的先驱，微积分的共同发现者——Isaac Newton(1642-
1727 年) 齐名。

22伟大的德国数学家 Bernhard Riemann (1826-1866) 在他 1854 年的首次演讲（实际上是试讲）中引入了我们称为 Riemann
几何。关于 Riemann 及其研究的更多信息，请参见 [Mo]。

23以法国数学家 Charles Hermite（1822-1901）的名字命名，他是第一个证明自然对数的基 e 是超越数的人。
24意大利数学家 Tullio Levi-Civita（1873-1941）因其关于绝对微分（张量）运算 (absolute differential (tensor) calculus) 的
研究而闻名。
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(此外，与 J 有关的所谓 Nijenhuis 张量 NJ（秩为 (2, 1)）也消失了；这就提供了一个可积分性条件，它是殆复结构成为复结构

(complex structure) 的充分必要条件）。

切丛 TM 的自同态 J 定义了一个可积 (integrable) 复结构，如果 M 是一个复流形具
有全纯图册 (包括全纯转移函数)，而且算子 J 在其上的作用是与 i 相乘。一个 Kähler 流形
（Kähler manifold）是一个具有相容复结构的 Riemann 流形。(Riemann 几何背景下的复流形
介绍性课程可以参见 [V]。关于 Kähler 流形更系统的研究，读者可以参见笔记 [Ba] 和 [M]。
我们将在第 3 节讨论 Cn 作为 Kähler 流形的量子化问题。)
复形式可被唯一分解为 dzi 的 p 次齐次函数和 dzj 的 q 次齐次函数的 (p, q)-形式和。微

分形式 d 可以被分解为 Dolbeault 微分（Dolbeault differentials）∂ 和 ∂̄，分别增加 p 和 q：

∂ = dz ∧ ∂

∂z
, ∂̄ = dz̄ ∧ ∂

∂z̄
(d = ∂ + ∂̄). (2.17)

类似地，我们可以定义 Dolbeault 上同调群（Dolbeault cohomology groups）Hp,q。

2.2 预量子化

我们将看到，即使是量子化的第一步，也并不总是存在的：它对经典力学数据施加了一些
限制；另一方面，它需要添加一些额外的结构（复线丛），而这些结构的性质可能会有所不同。
换句话说，当预量子化成为可能时，它一般并不是唯一的。

M 上的函数在预量子化中扮演着两种不同的角色：第一个是实光滑函数 f(p, q) 张成（经
典）可观测量 Poisson 代数 A；第二个则是在 Hilbert 空间 H 中“预量子态”是向量（M
上的复函数 Ψ(p, q)，依赖于 Liouville 测度的平方可积）。预量子化要求 M 装备一个复线
丛（complex line bundle）L。另一种花哨的说法是，波函数（包括量子和” 预量子”）是一个
U(1)-旋子（torsor）——只有相关相（属于 U(1)）才具有物理意义。(基础的、物理学家向
的” 旋子” 概念介绍，请参见 [B09]。) 我们正在寻找一个预量子化映射（prequantization map）
P : A → PA，其中 PA 是“预量子可观测量”的作用在 H 上一个算子代数并且满足：

(i) P(f) 关于 f 是线性的并且 P(1) = 1 (H 中的单位算子);

(ii) 它将 Poisson 括号的 Lie 代数映射为对易代数：

[P(f),P(g)] = ih̄P({f, g}) . (2.18)

(我们还可以假设一个函子性性质——一个辛流形映射到另一个辛流形下的协变性——见比如
[AE] 第三节的要求 (Q4)。) 向量场 P(f) = ih̄Xf 遵守 (2.18) 但违反条件 (i) (因为 X1 = 0)。
然而，有一个（唯一的）非齐次一阶微分算子确实满足仿射相空间的这两个特性：

P(f) = ih̄Xf + f + θ(Xf ) , θ = pdq (ω = dθ) . (2.19)

练习 2.2 运用 θ(Xf ) = −p∂f
∂p
验证

[P(f),P(g)] = P({f, g}). (2.20)

如果我们将 f 与经典 Hamilton 量 H 结合，那么加到 XH 的项就是 (负) Lagrange 量: H −
p∂H/∂p = −L。把 H 看成时间演化的生成元并对时间积分，我们会发现波函数中的相位因
子和 Feynman 路径积分非常相似。
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特别地，对于坐标和动量方程 (2.19) 给出

P(q) = q + ih̄∂/∂p , P(p) = −ih̄∂/∂q . (2.21)

我们注意到我们的处理方案将实可观测量 f 映射到 Hermite 算子25 (这一要求隐藏在与 (1.3)
的对应关系中):

(iii) 对于光滑实函数 f(p, q) 有 P(f)∗ = P(f)。

然而，f → P(f)的关联在物理上并不令人满意，因为它违反了可观测量之间的简单代数关系。
例如，非相对论粒子动能的预量子化图像

H0 =
p2

2m
, p2 = p21 + p22 + p23, (2.22)

是
P(H0) = −ih̄∂pH0∂q −H0 ̸= H0(P(p)). (2.23)

特别地，算子 P(H0) 违反了能量是正的。
只要 M 是一个切丛（cotangent bundle）M = T ∗Q，定义 (2.19) 就适用，所以辛形式是

恰当的 ω = dθ。这绝不是紧致相流形（本来有一个零体积）的情况。一般情况下，预量子化要
求 ω/2πh̄ 表示 H2(M,R) 中的一个积分上同调类——即：其在 M 中任意闭（可定向）2-曲面
上的积分是一个整数。这基本上就是 Bohr-Sommerfeld26(-Wilson) 量子化条件，发现于 1915
年，即量子力学创立之前。比如，一个半径为 r 的 2-球面 S2

r 是（预）量子化 (对于确定值的
Planck 常数 h̄) 当且仅当 r = nh̄/2, n ∈ Z。在这两种情况下，如果我们在切触形式 θ 上添加
一个恰当形式 df，满足（局域或全局）dθ = ω，那么辛形式就不会改变。这种变化可以通过将
我们的 Hilbert 空间 L2(M,ω) 的元素乘以相位因子 exp(if/h̄) 来补偿。这表明，将 P (f) 视
为作用于 M 上的复线丛 L 的截面的空间是更自然的做法，其中装备联络 D 形式如下：

D = d− i

h̄
θ , d = dxi∂i , ∂i ≡

∂

∂xi
⇒

DX = X − i

h̄
θ(X) (X = Xi∂i , θ = θidx

i ⇒ θ(X) = θiX
i) , (2.24)

其中，X 是一个任意 (不必是 Hamilton) 向量场，xi 是 M 上的局域坐标 (并且我们对重复指
标使用求和约定)。这种联络的曲率形式与我们的辛形式 ω 相符：

R(X,Y ) := i([DX , DY ]−D[X,Y ])

=
1

h̄
(Xθ(Y )− Y θ(X)− θ([X,Y ]))

=
1

h̄
dθ(X,Y ) =

1

h̄
ω(X,Y ).

(2.25)

为了了解在一般相流形上存在与辛结构相容的 Hermite 联络是如何产生整数性条件的，我们应该想到一个覆盖流形 M 的开邻域
Uα 的图册（atlas of open neighbourhoods Uα）。量子力学波函数由复线丛的一个截面代替。它是由每个卡 Uα 上的复值函数 Φα

和每个非空交集 Uαβ = Uα ∩ Uβ 的转移函数 gαβ 的系统给出的，使得 Uαβ 上的 Φα = gαβΦβ 。双交集和三交集的一致性要
求上链条件 (cocycle condition):

gαβgβα = 1, gαβgβγgγα = 1. (2.26)

25实际上，我们需要自伴算子（selfadjoint operators）来确保它们谱是实的，但我们不会在此讨论由此产生的无界算子定义域等
细节。

26Bohr模型由 Arnold Sommerfeld（1868-1951）进一步发展。他在慕尼黑的博士生中有四人获得了诺贝尔物理学奖。Sommerfeld
本人曾 81 次被提名为 Nobel 物理学奖候选人，比其他任何物理学家都多。英国物理学家 William Wilson（1875-1965）于 1915
年独立发现了量子化条件。
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如果切触 1-形式 θα 的关系是 θα = θβ + duαβ 通过两个卡的交集 Uαβ 关联起来，那么联络的 Hermite 性和上链条件意味着
uαβ 的（可加）上链的整数性：

gαβ = exp(i
uαβ

h̄
) ⇒ uαβ + uβγ + uγα = hnαβγ 其中 nαβγ ∈ Z. (2.27)

上述定理表明辛形式的整数性条件对于曲率为 ω 的具有相容联络 D 的 Hermite 线丛 L 的存在而言是充分必要的，这一定理（至

少）可以追溯到 André Weil (1906-1998) 1958 年的著作 [W]。

看一下 2-球面的例子，我们会产生一种错误的印象，以为只要重标度辛形式，对于 ω ∈
H2(M,R) 的整数性条件就可以始终满足。两个 2-球面的乘积 S2

r × S2
s 具有不相称半径（即：

无理 r/s），这个简单例子说明情况并非如此：存在（紧致）辛流形不可预量子化。
预量子化的等价类（只要存在）是由在圆群 U(1) 中取值的 M 的第一上同调群或者等价

地由 M 的基本群的（U(1)-值）特征给出的：

H1(M,U(1)) = π1(M)∗. (2.28)

我们将以圆的切线丛为例来说明这一表述，即在圆柱相空间上

M = T ∗S1 , ω = dp ∧ dφ = dθ , θ = p dφ , p ∈ R , 2πφ ∈ R/Z. (2.29)

圆的基本群是 π1(S1) = Z，它的特征的群与 U(1) 相符合。因此，我们期望有一个由 U(1) 标
注的 (M,ω) 的非等价预量子化的连续体 (continuum)。这可以通过在联络 D 中加入闭形式
iλ dφ 来实现（由于 dφ 不是圆上的全局坐标，所以 dφ 并不恰当）。把它插入 (2.21) 中，我们
发现 Pλ(p) = h̄λ− ih̄ ∂

∂ϕ
，这对于 λ ∈ [0, 1) 就产生了 λ-依赖的非等价预量子化。

2.3 从预量子化到量子化

现在看来，上帝在第一天创造了一个经典宇宙，然后在第二天将其量子化的说法并不成
立。

——John Baez [B06]

尽管对它的存在性和非唯一性有必要限制，预量子化似乎提供了一种从相空间上复线丛
的足够广泛的类到 Hilbert 空间上自然定义的算子代数的良好映射，以至于我们的条件 (i)、
(ii)(包括方程 (2.18))和 (iii)确实得到满足。然而，这个过程确实有一个多余的缺点：结果的预
量子化代数和对应的 Hilbert空间太大了。Matthias Blau在他的渴望东西的列表 [B]中包括了
以下不能消减要求 (irreducibility requirement)。考虑一个经典可观测量的完备集 (complete set
of classical observables)，比如在仿射相空间中最简单的情况下的 pi和 qj，使得每个经典可观测
量都是它们的函数；或者，我们可以通过这样的特性来描述一个完备集 (f1, . . . , fn)：唯一与所
有集合都有零 Poisson括号的经典观测变量是常数。Blau然后要求它们在量子化映射 (quanti-
zation map) Q(f)（从经典可观测量的代数 A到量子算子代数 Ah̄）下的像 (Q(f1), . . . , Q(fn))

是算子不可约的 (operator irreducible)，即如果一个算子 A 在 Ah̄ 中与所有 Q(fj) 对易，则
它应该是单位算子的倍数。如果我们在 Hilbert 空间 L2(M,ω) 中允许所有算子，那么我们会
看到预量子化违反了这个条件：算子 p−P(p) = p+ ih̄ ∂

∂q
与所有 P(p),P(q) 对易（而不是单

位算子的倍数）。有人可能会基于 p 的乘法算子不是 P(f) 的形式而反对这个异议。在第 2.2
节指出的物理缺陷：预量子化的非相对论动能 (2.23) 与预量子化动量的平方不成比例且不是
正算子似乎更为严重。因此，我们将寻找一个量子化映射 Q，满足条件 (i)、(iii)（和 (ii) 的弱
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化版本）以及能够保证实可观测量平方的量子对应体是正的。以下要求以直接的方式实现了
这一目标。
（iv）如果 Q(f) 是实可观测量 f 的像，则应有 Q(f2) = Q(f)2。

备注 2.1（形式化）形变量子化的框架中，见第 4.2 节，只能假设这样的等式在 h̄2 的阶数上成立。根据 Darboux 定理（由 Sophus

Lie(1842-1899) 推广——见第 4.2 节），每个辛流形都接受具有局域常 Poisson 二重向量的正则坐标。一个较弱的要求足以确保余

切丛上的动能是正的，即要求 (iv) 对于正则动量的函数成立。

Baez [B06] 猜测，从辛范畴到 Hilbert 范畴不存在保持正性的函子。事实上，对于仿射相
空间中的 p 和 q 的多项式代数，也有一个此类结果（由 Groenewold 和 van Hove 提出）27。
对于可观测量代数的某个” 适当选择的”Poisson 子代数，我们不得不接受要求（ii）的弱化版
本，只要求 (2.18)（用 Q 替换 P）的有效性。量子化对物理学家来说是一门艺术，对数学家
来说则是一个谜。为了让大家了解几何量子化的其它内容，我们将简要介绍该理论的下一步，
即定义极化的概念。
对数学理解的探索始于量子化艺术被掌握并在物理实例中展示之后。几何量子化不是遵

循数学直觉，而是试图从这些已知例子中提取一般性质。第一个观察结果是，状态向量应该只
取决于相空间变量的一半，就像 Schrödinger表象中那样。更确切地说，我们应该处理的波函数
取决于 Poisson 对易观测量的最大集合（maximal set of Poisson commuting observables）。消
除一半论证的正确方法是考虑我们线丛的截面，这些截面沿着向量场的一个 n维“可积”子丛
S 是协变常数。换句话说，我们的波函数 Ψ应该满足一系列相容方程（compatible equations）：

DXΨ = 0 , X ∈ S ⇒ [DX , DY ]Ψ = 0 对于 X,Y ∈ S . (2.30)

从 (2.25) 中可以清楚地看到，如果子丛 S 在对易下是封闭的（换句话说，如果 X,Y ∈ S ⇒
[X,Y ] ∈ S，即如果 S 中的向量场是对合的（in involution）），并且如果相应的积分流形
是（极大）迷向的（（maximally）isotropic）——即：对于 X,Y ∈ S 有 ω(X,Y ) = 0（并且
dimS = 1

2
dimM = n），那么 (2.30) 中的相容性（也称为可积性 (integrability)）条件自动得

到满足。这样的极大迷向子流形称为是 Lagrange 的（Lagrangian）。在此，我们默认 S 的维
度不会从点到点之间改变。这并不是天真的假设。对于 M = S2，这意味着一个极化将由一个
不是处处消失的向量场给出。另一方面，我们已知 2-球面上没有这样全局定义的向量场。（实
际上，在闭 2 维曲面中只有环面有一个。）解决这个困难的方法是复化相空间（的切丛）。可
积 Lagrange 子丛确实更可能存在于 TMC 上而不是 TM 上。因此，我们最终得到以下定义。
一个辛流形 (M,ω) 的一个极化是一个 M 的复化切丛 TMC 的可积极大迷向 (Lagrange) 子丛
S。
我们将考虑两种相反类型的示例：实数，S = S̄，和 Kähler 极化，S ∩ S̄ = {0}，这是应

用中最常遇到的类型。由于实极化是初级量子力学的标准知识，我们将只简要提及它们，而将
单独的一节用于（复）Kähler 极化。

一个实极化（real polarization）通常在余切丛 M = T ∗Q 中遇到。在局部坐标中，S 由
垂直向量场 ∂/∂p 所张成，产生标准的 Schrödinger 表示，在该表示中，坐标被表示为乘以 q

（而不是乘以 (2.21）中的预量子算子 P(q)）。当 Q 涉及一个圆时（其中没有全局坐标），用周
期函数替换多值坐标 φ 是有利的，正如在这种类型的最简单示例 T ∗S1 切触形式为 θ = pdφ

27我们将在下面的第 4.1 节中更多地讨论荷兰理论物理学家 H.J. Groenewold 和他的论文 [G46]。在 1951 年的一对论文中，比
利时物理学家 Leon van Hove (1924-1990) 精炼并扩展了 Groenewold 的结果，有效地显示不存在与 R2n 的 Schrödinger 量子
化一致的量子化函子。
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中所示。在这种情况下，我们可以引入全局截面 Ψ（满足 ∂
∂p
Ψ = 0）作为 e±iϕ 的解析函数。

然后动量算子的谱是离散的：

Q(p) = ih̄Xp = −i ∂
∂φ

⇒ (Q(p)− nh̄)einϕ = 0, n ∈ Z. (2.31)

在这个例子中，坐标和动量之间没有对称性。如在 [B] 中讨论的，动量空间图像不总是存在于
T ∗Q 中，而当它存在时可能涉及一些细节。
问题出现在如何在极化截面的“物理 Hilbert 空间”中定义内积，即在 Q 上的函数。我

们不能使用 Liouville 测度的限制，因为在纤维上的积分发散（对于与 p 无关的函数）。如果
Q 是一个 Riemann 流形，例如，如果度量是通过动能隐式给出的，我们可以使用它上面的相
应体积形式。然而，一般来说，商空间 M/S ∼ Q 上没有正则测度。在这种情况下，几何量子
化规定使用半密度（half density），定义为行列式丛（determinant bundle）DetQ = ΛnT ∗Q
的平方根，行列式丛是余切丛的 n 次反对称幂（见 [AE], [B]）。

3 Kähler 流形的量子化

3.1 复极化：Bargmann 空间

一个 (赝)Kähler 流形可以被定义为一个复流形装备了一个非退化 Hemite 形式其实部是
一个 (赝)Riemann 度规且其虚部是一个辛形式 (见第 2.1 节)。正如实仿射辛空间 (R2n, ω =

dp ∧ dq) 是具有一个实极化的辛流形的原型一样，复空间 Cn，装备了 Hemite 形式

dz ⊗ dz̄ (≡
n∑
1

dzj ⊗ dz̄j) = g − iω , ω = idz ∧ dz̄ (3.1)

(g = 1
2
(dz ⊗ dz̄ + dz̄ ⊗ dz)), 也可以作为 Kähler 流形的原型。更一般地说，局域上，任何

(实)Kähler 形式 (运用记号 (2.17)) 可以写成

ω = i∂∂̄K, (K = K̄, d = ∂ + ∂̄). (3.2)

或者，从实 2n 维辛向量空间 (V = R2n, ω) 开始是有指导意义的。一个复结构 (complex structure) 是平方 −1 的一个 (实)
映射 J : V → V——见第 2.1 节。(实反对称矩阵 ε := iσ2 提供了一个 2 维例子，其中 σj 是 Hemite 的 Pauli 矩阵。) 这样的
J 给了 V 复向量空间的结构：与复数 a+ ib 的乘积被定义为 (a+ ib)v = av + bJv。复结构 J 与辛形式 ω 相容，如果

ω(Ju, Jv) = ω(u, v) for all u, v ∈ V. (3.3)

那么，g(u, v) := ω(Ju, v) 定义了一个非退化对称双线性形式，而形式 h(u, v) = g(u, v) − iω(u, v) 是 (赝)Hemite 的。我们

将把注意力限制在 g 和 h 是正定的 Kähler（而不是赝 Kähler）形式上。

在我们的情况中（i.e. 对于出现在 (3.1) 中的 ω），Kähler 势 K 和切触形式 θ 由下式给出

K = zz̄, θ =
i

2
(zdz̄ − z̄dz). (3.4)

对应于 z 和 z̄ 的 Hamilton 向量场则为：

Xz = i
∂

∂z̄
, Xz̄ = −i ∂

∂z
⇒ {z, z̄} = i. (3.5)

我们通过引入被协变导数 (2.24) 湮灭的截面来定义复极化，其中 Q(z) = z

D̄ := D

(
∂

∂z̄

)
=

∂

∂z̄
+

1

2h̄
(zdz̄ − z̄dz)

(
∂

∂z̄

)
=

∂

∂z̄
+

z

2h̄
. (3.6)
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一般协变常数截面——i.e., 方程 D̄Ψ = 0 的一般解是

Ψ(z, z̄) = ψ(z) exp
(
−K

2h̄

)
, K = zz̄, (3.7)

其中，ψ(z) 是具有有限范数平方的 z 的任意整解析函数

||Ψ||2 =
∫

|ψ(z)|2 exp
(
−K
h̄

)
d2nz <∞ (d2nz ∼ ωn). (3.8)

Valentine Bargmann (1908-1989) 在 [B61] 中已经引入并研究了这类整函数的 Hilbert 空间
B(= Bn)，我们将其称为 Bargmann 空间 (Bargmann space)。与 z 相乘的结果就是产生算子
(creation operator) a∗。对应的湮灭算子有形式

a := Q(z̄) = ih̄Xz̄ +
∂

2∂z
K = h̄

∂

∂z
+

1

2
z̄, (3.9)

第二项由 a 与协变导数 D̄ 对易的条件决定。
练习 3.1 证明 a 和 a∗ 是关于由 (3.8) 定义的 B 中的标量积互为 Hermite 共轭，并满足正则
对易关系

[ai, aj ] = 0 = [a∗i , a
∗
j ] , [ai, a

∗
j ] = h̄δij . (3.10)

用由 (3.7) 给出的真空向量的 n 个产生算子和 n 个湮灭算子的 Fock 空间识别 Bn，其中
ψ(z) = 1：

|0⟩ = exp
(
−K

2h̄

)
, ai|0⟩ = 0 = ⟨0| a∗j . (3.11)

备注 3.1 回顾变量的改变 (1.11)，我们可以发现量子谐振子 Hamilton 量 H0 与 a∗ 和 a 的对
称积相对应：

H0 :=
1

2
(p2 + q2) =

1

2
(a∗a+ aa∗) = h̄(z

∂

∂z
+
n

2
) +

1

2
zz̄. (3.12)

来自 Weyl 排序的附加项 n
2
反映了这样一个事实，即 Fock（Bargmann）空间携带偏辛群

Mp(2n)（Sp(2n,R) 的双覆盖）的一个表示 [W64]——同时参见 [F], [deG], [T10] 其中的参考
文献。关于使用半形式处理谐振子的另一种方法，见 [B]。

3.2 Bargmann 空间 B2 作为 SU(2) 的模型空间

现在我们将考虑 (3.1) 的 n = 2 特殊情况，它提供了 SU(2) 不可约表示的模型。这个
例子非常丰富。下面我们将（1）概述 Julian Schwinger(1918-1994)[Sc] 和 Bargmann(1918-
1994)[B62] 关于 SU(2) 的表示论的结论（转载于 [QTAM]），将其视为一个量子化问题，并将
指出它对任意半单紧致 Lie 群的推广；（2）考虑约束条件

zz̄(= z1z̄1 + z2z̄2) = h̄N (3.13)

其中，N 是任意固定的正整数，并研究对应的规范理论，从而产生 2-球面的量子化。(3) 在下
一小节中，我们将展示 C2 的超 Kähler 结构 (hyperkähler structure)（[Hi]），从而介绍——尽
管是在一个相当平凡的上下文中——一些基本概念，特别是 Gukov 和 Witten 最近用过的一
些基本概念（[GW], [G10],[W10]）。

首先，我们注意到任何 Bargmann 空间 B 都分裂为齐次多项式 ψ(z) = hk(z) (hk(ρz) =

ρkhk(z)) 的子空间的 (正交) 直和。事实上，关联的波函数 Ψk (3.7) 张成了特征值为 (k+ n
2
)h̄
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的 H0 的特征子空间，因此不同度数 k 的多项式是相互正交的。对于 n = 2，H0/h̄ 的特征值
N 包含所有正整数，并且给出相应特征子空间的维数，这些特征子空间携带 SU(2) 的不可约
表示，每个表示出现一次。
这一构造可以扩展到任意半单紧 Lie 群 G，方法是通过将每个点的纤维替换为 G 的 Lie 代数的 Cartan 子代数的共轭来考虑

余切丛 T ∗G 的子丛（在 [HIOPT] 中讨论了 G = SU(n) 及其 q-形变的情况）。

我们现在开始研究由约束条件 (3.13) 生成的有限维规范理论，这个约束条件产生了振子
Hamilton量 (3.12)的特征子空间。显然，这个 Hamilton约束在由其与基本变量的 Poisson括
号生成的 U(1) 相变下是不变的。利用 Poisson 括号 (3.5) 和对易关系 (1.2)，并将方程 (3.13)
中的 N 首先视为经典变量，然后视为量子动力学变量，我们得到：

{N, z} = −iz, eiNαze−iNα = eiαz, eiNαae−iNα = e−iαa. (3.14)

对于固定的 N，方程 (3.13) 在 C2 ∼ R4 中定义了一个三维球面 S3；根据 (3.14)，它可以被视
为 S2(= S2(h̄N)) 上的一个 U(1) 纤维丛（称为 Hopf 纤维化 (Hopf fibration)）。

Heinz Hopf (1894-1971) 于 1931 年引入了这种纤维化。它属于仅有的三个（非平凡）纤维化家族之一，这些纤维化中总空
间、基空间和纤维都是球面（并且以下同态的序列是正合的）：

0 → S1
↪→ S3 → S2 → 0; 0 → S3

↪→ S7 → S4 → 0; 0 → S7
↪→ S15 → S8 → 0. (3.15)

这个事实与 Adolf Hurwitz (1859-1919) 的定理有关，该定理识别了范数除法代数 (normed division algebras) 为实数、复数、四

元数和八元数 (the real and the complex numbers, the quaternions and the octonions)——参见例如 [B02]。（实数对应于序列

S0 ↪→ S1 → S1，其中 S0 = {±1}。）

为了展示（并量子化）S2(h̄N) 的辛结构，引入三个满足一个关系的规范不变坐标是有利
的（参见我们在 2.3 节对 S1 的处理）：

ξj = zσj z̄, j = 1, 2, 3, ⇒ ξ2 = (zz̄)2 = (h̄N)2. (3.16)

将形式 ω (3.1) 约化到 2 球面 (3.16) 上，可以用 Poincaré28 的留数来表示，这个留数涉
及到亚纯 3-形式

ω3 :=
dξ1 ∧ dξ2 ∧ dξ3

f(ξ)
, f =

1

2
(ξ2 − h̄2N2) (3.17)

沿着超曲面 f = 0 的留数。亚纯 n-形式的 Poincaré 留数 (Poincaré residue)

ωn =
g(z)

f(z)
dz1 ∧ · · · ∧ dzn, (3.18)

其中 f 和 g 是全纯函数，定义为超曲面 f(z) = 0 上的全纯 n− 1 形式，并且该形式在 Cn 中
具有局域扩张 ρ，使得 ωn = df

f
∧ ρ。如果在超曲面 f = 0 的某个邻域 U 中， ∂f

∂zj

∣∣∣
f=0

̸= 0，则

Resωn = g(z)(−1)j−1 dξ1 ∧ · · · ∧ dξj ∧ · · · ∧ dξn
∂f
∂ξj

∣∣∣∣∣
f=0

(3.19)

在 U 中。
练习 3.2 计算 3-形式 (3.17) 在变量 ξ 和球面角 θ, φ 下的留数，

ξ1 + iξ2 = 2z1z̄2 = h̄N sin θe−iϕ, (3.20)

ξ3 = z1z̄1 − z2z̄2 = h̄N cos θ (2z1z2 = h̄N sin θeiα).
28Jules Henri Poincaré (1854-1912) 在 1887 年引入了他的留数 - 参见 [Poincare], 11.
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证明结果与形式 ω (3.1) 在球面 (3.13) 上的限制（dN = 0）相一致。（提示：证明 ω 可以写
成球面坐标系下的形式

ω =
h̄

2
(dN ∧ (dα− cos θdφ) +N sin θdθ ∧ dφ) (3.21)

回顾 N 是假设下的一个正整数（因此 h̄N 属于振子 Hamilton 量 H0 的谱 (方程 (3.12))，
对于 n = 2，我们得出 2 球面的辛形式的积分是量子化的：∫ Resω3

4πh̄
=
N

4π

∫
S2

sin θ dθ ∧ dφ = N(= 1, 2, . . .), (3.22)

从而重现了第二上同调群的整性。
规范不变变量 ξj 的量子对应是角动量的分量；更准确地说（参见第 1.3 节），

Mj =
1

2
a∗σja ⇒ [M3,M±] = ±h̄M±, [M+,M−] = 2h̄M3 (3.23)

其中 M± =M1 ± iM2 = a∗σ±a (M+ = a∗1a2, M− = a∗2a1)。

3.3 C2 作为一个超 Kähler 流形

就在那时，我感受到电路闭合，产生的火花形成了 i、j 和 k 之间的基本方程⋯

——W.R. Hamilton, 写给 P.G. Tait 的信, 1858 十月

四元数 (Quaternions) 为实四维空间 R4 提供了非交换范数星除法代数的结构。我们定义

q = q0 + q1I + q2J + q3K, q∗ = q0 − q1I − q2J − q3K,

I2 = J2 = K2 = IJK = −1 ⇒ qq∗ = q∗q = |q|2 =
3∑

µ=0

(qµ)2. (3.24)

虚四元数单位 I, J,K 可以定义为 R4 中的算子（实矩阵）IL, JL, KL，它们提供了 su(2) Lie 代数的实表示：

Iq = −q1 + q0I − q3J + q2K, Jq = −q2 + q3I + q0J − q1K,

Kq = −q3 − q2I + q1J + q0K

⇒ IL =

(
−ε 0
0 −ε

)
= −1 ⊗ ε, 1 =

(
1 0

0 1

)
, 0 =

(
0 0

0 0

)
,

ε =

(
0 1

−1 0

)
(= iσ2) ;

JL =

(
0 −σ3

σ3 0

)
= −ε⊗ σ3, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
;

KL =

(
0 −σ1

σ1 0

)
= −ε⊗ σ1, σ1 =

(
0 1

1 0

)
.

(3.25)

右乘 I, J,K 得到另一组算子 IR, JR, KR，它们与 IL, JL, KL 对易；这六个算子生成 Lie 代数 so(4) ≃ su(2)⊕ su(2)。

可以在 C2 ∼ R4 中引入一个复辛形式，设为

Ω = ωJ + iωK , ωJ = dz1 ∧ dz2 − dz̄1 ∧ dz̄2, ωK = dz1 ∧ dz̄1 + dz2 ∧ dz̄2. (3.26)

将 (dz1, dz2, dz̄1, dz̄2) 视为 R4 上（平凡）余切丛中的基，可以写为：

ωJ = 1
2
(dz, dz̄) ∧ J

(
dz

dz̄

)
, J =

(
ϵ 0
0 −ϵ

)
= σ3 ⊗ ϵ, dz = (dz1, dz2);

ωK = 1
2
(dz, dz̄) ∧K

(
dz

dz̄

)
, K =

(
0 1
−1 0

)
= ϵ⊗ 1.

(3.27)
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这里 ωJ 是一种类型为 (2, 0)+ (0, 2) 的全纯形式，而 ωK 是一种类型为 (1, 1) 的形式，相对于
由 K 定义的复结构。另一方面，形式 Ω (3.26) 是在 R4 的复化 C4 中相对于复结构 I 的一种
类型为 (2, 0) 的全纯形式。这意味着

Ω(X, (1 + iI)Y ) = 0, ∀X,Y ∈ TC4. (3.28)

练习 3.3 使用恒等式
(J + iK)(1 + iI) = 0. (3.29)

推导出 (3.28)。注意，虽然实四元数代数 H 没有零因子，但上述例子表明其复化承认这种因
子：(3.29) 左侧的两个因子都不为零，而它们的乘积却恒等为零。
我们观察到，形式 (3.26) 可以在 I-全纯坐标中写成明显的 (2, 0) 形式：

Ω = dw ∧ dz forw = z1 − iz̄2, z = z2 + iz̄1. (3.30)

我们现在准备给出一个一般定义。一个光滑流形 M 被称为超复结构 (hypercomplex)，如
果其切丛 TM 配备了三个（可积的）复结构 I, J,K，它们满足 (3.24) 中的四元数关系。此外，
如果 M 配备了一个 Riemann 度量 (Riemannian metric) g，并且对于 I, J,K 来说是 Kähler
度量 (Kähler metric)，即它们与 g 相容并且满足

∇I = 0, ∇J = 0, ∇K = 0, (3.31)

其中 ∇ 是 Levi-Civita 联络，那么流形 (M, I, J,K, g) 被称为超 Kähler 结构。这意味着 ∇ 的
和乐 (holonomy) 位于四元数 Hermite 自同构的群 Sp(2n)(= Sp(n,H)) 之内。
反之亦然：一个 Riemann 流形是超 Kähler 流形，当且仅当其和乐包含在 Sp(2n) 中。这个定义在微分几何中是标准的。（在

物理学文献中，有时假设超 Kähler 流形的和乐恰好是 Sp(n)，而不是其真子群。在数学中，这样的超 Kähler 流形被称为单纯超

Kähler 流形 (simple hyperkähler manifolds)。在代数几何中，由于著名的 Calabi-Yau 定理，“超 Kähler”一词基本上是“全纯

辛”的同义词。超 Kähler 流形的概念相对较新：它是在 1978 年（比 Bargmann 的论文晚 16 年）由 Eugenio Calabi 引入的。

上述超 Kähler 空间 C2 与 sl(2,C) 的正则伴随轨道密切相关：

− det
(
a b

c −a

)
= a2 + bc = λ ̸= 0� (3.32)

半单复 Lie 群的（共）伴随轨道的超 Kähler 结构及其相关的 Nahm 方程已被研究了二十多年
——参见 [Kr], [K96]，以及讲座 [Bi] 和其中的参考文献。

4 其它方法：从 Weyl 到 Kontsevich

我们忽略了量子理论中最重要的主题之一：路径积分方法，这需要另一组类似规模的讲
座。这样的讲义的 94 页预印本可在 [Gr] 中找到，其中包括 93 个参考文献（截至 1992 年），
涵盖了 Dirac (1933) 和 Feynman29 (1948) 的开创性工作。推荐阅读 [ZJ] 作为对该主题的高
度可读的介绍。有关该领域的最新发展，参见 [W10]。
相反，我们在第 4.1 节简要介绍形变量子化的历史，从现代发展的先驱者开始。（从更扩

展的观点出发，并将路径积分与星指数关联起来——见 [S98]，第 II.3.2.1 节——可以假装将
路径积分方法纳入形变量子化的广阔领域。）

29Richard Feynman (1918-1988) 于 1965 年与 Julian Schwinger (1918-1994) 和 Sin-Itiro Tomonaga (1906-1979) 共享诺贝
尔物理学奖。
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4.1 相空间中的量子力学

预量子化存在于相空间中——就像其经典前身一样。然而，极化或最大一组对易观测量
的选择，在某种意义上打破了相空间变量之间的对称性。这是不可避免的吗？1927 年，在量
子力学和 Heisenberg 不确定关系出现后，Hermann Weyl [We] 确实提出了一种相空间量子
化的形式，在这种形式中，坐标和动量被同等对待。Weyl 将任何经典观测量，即相空间上
的任何（光滑）函数 f，映射到 Hilbert 空间中的算子 U [f ]，该空间提供了正则对易关系的
Heisenberg-Weyl 群的表示。在坐标为 (p, q) 的二维 Euclid 相空间的最简单情况下，Weyl 变
换表示为：

U [f ] =
1

(2π)2

∫
· · ·
∫
f(q, p)e

i
h̄ (a(Q−q)+b(P−p)) dq dp da db. (4.1)

这里，P 和 Q 是 Heisenberg Lie 代数的生成元（满足正则对易关系），因此 g(a, b, c) :=

ei(
aQ+bP

h̄ +c) 是相应的 Heisenberg-Weyl 群的元素（由 Weyl 引入，并由数学家与 Heisenberg
的名字相关联），满足以下组合律：

g(a1, b1, c1)g(a2, b2, c2) = g(a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2 +
1

2
(a1b2 − a2b1)). (4.2)

给定任何群表示 U [g]，算子 U [ei(
aq+bp

h̄ +c)] (4.1) 将给出群元素 g(a, b, c) 的表示。
Weyl 映射还可以用算子的积分核矩阵元来表示，

⟨x|U [f ]|y⟩ =
∫ ∞

−∞

dp
h
eip(x−y)/h̄ f

(
x+ y

2
, p

)
. (4.3)

上述 Weyl 映射的逆映射是 Wigner 映射 (Wigner map) [W32]，它将算子 Φ 还原为原始的相
空间核函数 f，

f(q, p) = 2

∫ ∞

−∞
dy e−2ipy/h̄ ⟨q − y|U [f ]|q + y⟩ . (4.4)

对于一个纯态的波函数 ψ(x)，相应的相空间中的 Wigner 拟概率分布 (quasi-probability dis-
tribution) 给出为

F (x, p) :=
1

πh̄

∫ ∞

−∞
ψ∗(x+ y)ψ(x− y)e2ipy/h̄ dy (4.5)

需要“拟”这个限定词，因为分布 F (x, p) 可能会产生负概率。我们参考 [M86], [Fe]（其中考
虑了更一般的非正分布-见下文）以及有趣的历史概述 [CZ] 来解释 Heisenberg 不确定关系如
何反映在相空间形式中，并防止在适当使用Wigner分布函数时出现物理悖论。习惯于量子力
学标准 Hilbert 空间形式的人可能仍然会想知道，为什么要处理这样一种奇怪的形式，在这种
形式中验证概率的基本性质如正性需要复杂的论证。是否有问题的解决方案会促使使用相空
间图景？出乎意料的是，这个问题的肯定答案来自于量子力学之外。稍加思考就会告诉我们，
如果我们将 q 视为时间坐标，将 p 视为频率，那么 Wigner 函数可能比仅仅具有频率的概率
密度更好地表征一段音乐（或更一般的声音信号）。事实上，从 1980 年代开始，Wigner 分布
在信号处理中的应用已经成为一个行业——参见专著 [MH] 及其中的参考文献。关于量子力
学的退相干历史方法的应用——参见 [GH] 及其中引用的早期工作的参考文献。

Wigner 分布 (4.5) 是实的，并且具有以下性质：如果对 p 或 x 积分，它会给出相对于未积分变量的标准量子力学（正）概
率密度；例如， ∫

F (x, p)dp = |ψ(x)|2 (4.6)

Raymond Stora（私人通信）提出了另一个简单公式，用于表示与（正）密度算子 ρ 和一对（归一化的）本征态 |α⟩, |β⟩ 相对应
的拟概率分布 F = Fρ，这些本征态由两个（通常不对易的）Hermite 算子的本征值标记，并且该公式也满足这些关系：

Fρ(α, β) =
1

2
(⟨α|β⟩⟨β|ρ|α⟩ + ⟨α|ρ|β⟩⟨β|α⟩);

∑
β

Fρ(α, β) = ⟨α|ρ|α⟩ (4.7)
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这个公式适用于诸如在两个正交轴上的自旋投影这样的算子，其本征值不属于仿射空间，因此 Wigner 的表达式 (4.4) 将没有意

义。负概率的出现是所有与 Bell 定理一致的拟概率分布的共同特征30（如 [M86] 和 [SR] 等讨论）。第一个考虑负概率（在量子理

论背景下）的人不是别人，正是 Dirac。在他的 Bakerian 讲座 [D42]（第 8 页）中，他指出“负能量和负概率不应被视为无稽之

谈。它们在数学上是定义明确的概念，就像负的钱一样......”。Wigner 变换具有额外的性质，即是 Weyl 变换的逆，而 Weyl 变换

与 Weyl 的（对称）排序有关。然而，这种排序（或任何其他排序）并不是神圣不可侵犯的。如前所述——参见脚注 16——在一

些可积系统的量子化中，自然会出现 Lax 排序，而不是 Weyl 排序。

利用正则对易关系的 Weyl 形式 (4.2) 和 Weyl 对应，von Neumann31 于 1931 年证明了
Hilbert 空间中 Schrödinger 表示的基本唯一性 [vN31]（参见 [vN], [V58]）。为了完整性，他研
究了算子乘法的映像，发现了定义相空间观测量非交换组合的卷积规则——一种早期版本的
⋆-积。事实上，一旦有了 Weyl 映射 f → U [f ] 及其逆映射，并且知道算子乘积 U [f ]U [g]，我
们可以将星积 f ⋆ g 定义为 U [f ]U [g] 的 Wigner 映像。结果是：

f ⋆ g =

∫
dx1dp1
πh̄

∫
dx2dp2
πh̄

f(x+ x1, p+ p1)g(x+ x2, p+ p2) exp
(
2i

h̄
(x1p2 − x2p1)

)
. (4.8)

事实上，Weyl 和 Wigner 引入他们的映射是为了不同的目的，并且他们都没有注意到它们是彼此的逆映射，也没有想到在相
空间中定义一个非交换的星积。这是在第二次世界大战期间由两位年轻的新人独立完成的（详情参见 [CZ], [ZFC]）。
第一位是荷兰物理学家 Hilbrand（Hip）Groenewold（1910-1996）。在 1934-1935 年访问剑桥与 John von Neumann 讨论经

典力学和量子力学之间的联系之后，他在战争期间辗转于格罗宁根、莱顿、海牙、De Bilt 以及荷兰北部的几个地方，1946 年在比
利时物理学家 Léon Rosenfeld（1904-1974）的指导下于乌得勒支大学获得博士学位。直到 1951 年，他才在母校格罗宁根获得理
论物理学职位。他的论文 [G46] 奠定了相空间量子力学的基础。这篇论文首次将 Weyl 对应理解为可逆变换，而不是不满意的量子
化规则。值得注意的是，这项工作定义了（并认识到其重要性）星积，这成为该理论形式的基石，讽刺的是，它通常也与 Moyal 的
名字相关联，即使它并没有出现在 Moyal 的论文中，也没有被 Moyal 完全理解。此外，Groenewold 首先理解并证明了 Moyal 括
号与量子对易子的同构关系，因此后者不能如 Paul Dirac 所设想的那样忠实地对应于 Poisson 括号。这一观察和他对比 Poisson
括号和对易子的反例已经被推广和编纂为现在所知的 Groenewold - Van Hove 定理。

星积的另一位共同发现者 José（Jo）Moyal（1910-1998）出生于耶路撒冷，当时属于奥斯曼帝国，并在巴勒斯坦度过了大部分

青年时期。在法国和英国学习并在巴黎研究湍流和气体扩散后，他在 1940 年德国入侵时逃到伦敦（在物理学家/作家 C.P. Snow

（1905-1980）的帮助下）。在 Hartfield 从事飞机研究期间，Moyal 发展了关于量子力学统计性质的思想，并与 Dirac 进行了激烈

的讨论32，尽管 Moyal 发现并写信给 Dirac 指出 Wigner（Dirac 的连襟）构建了这样的函数，Dirac 仍拒绝相信存在一个“分布

函数 F (p, q)，能够正确给出任何 f(p, q) 的平均值”。Moyal 最终在 [M49] 中发表了他的工作，比 Groenewold 晚了三年。在接

下来的 15 年中，该主题的后续工作重现于 [ZFC]。在 [BFLS] 的工作激发了数学家对形变量子化的兴趣之后，又过了十五年该主

题才引起更广泛的关注。即使如此，只有对 Moyal 的引用大幅增加，而 Groenewold 的工作仍很少被提及（例如，[G46] 并未包

括在 2008 年形变量子化综述 [B08] 的 78 个参考文献中）。

4.2 Poisson 流形的形变量子化

量子化研究的自然起点是 Poisson 代数 (Poisson algebra) A——即一个具有 Poisson 括
号的结合代数，该 Poisson 括号产生 Lie 代数结构并作为 A 上的导数（遵循 Leibniz 规则）。
在经典相空间的情况下，这是 Poisson 流形上函数的（交换）代数。目标是将交换积变形为依
赖于 h̄ 的非交换星（⋆）积，以使星对易子在 h̄ 的高阶项中再现 Poisson 括号：

f ⋆ g − g ⋆ f = ih̄{f, g}+O(h̄2) (4.9)
30关于对 Bell 定理的一种“概率反对”的解释——参见 [Kh]。
31出生于匈牙利的杰出数学家和博学多才的 John von Neumann (1903-1957) 在多个领域做出了重大贡献。在他提交给美国国
家科学院的一份关于他生活的简短事实清单中，他说：“我认为我工作中最重要的部分是量子力学，这在 1926 年在哥廷根发展起
来，随后在 1927-29 年在柏林发展起来。另外，我在各种形式的算子理论上的工作，柏林 1930 年和普林斯顿 1935-1939 年。”——
参见 [V58]。

321944 年 2 月-1946 年 1 月，重现于 Ann Moyal Maveric Mathematician ANU E Press, 2006 (在线)。
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形变量子化 (deformation quantization)是计算和研究一种结合星积 (associative star product)，
定义为 h̄ 的形式幂级数：

f ⋆ g = fg +
∞∑
n=1

h̄nBn(f, g), (4.10)

其中 Bn 是双微分算子 (bidifferential operators)（在每个参数上都是微分算子的双线性映射），
并且 B1 受 (4.9) 的限制。给定乘积 (4.10)，我们可以通过双线性和h̄-进连续性 (h̄-adic conti-
nuity) 将其扩展到参数 h̄ 的形式幂级数 (formal power series) 代数 A[[h̄]]（系数在 A 中）：

(
∑
n⩾0

fnh̄
n) ⋆ (

∑
n⩾0

gnh̄
n) =

∑
k,l⩾0,m⩾1

Bm(fk, gl)h̄
k+l+m. (4.11)

人们考虑 [W94] 规范变换 (gauge transformation) G(h̄) : A[[h̄]] → A[[h̄]]，它们保留原始的
Poisson 代数 A；换句话说，G(h̄) = 1 +

∑
n⩾1

Gnh̄
n，其中 Gn 是（线性）微分算子。如果两个

星积 ⋆ 和 ⋆
′
通过规范变换不同，即如果∑

j+k+l=n

Bl(Gj(f), Gk(g)) =
∑

l+m=n

Gm(B
′

l(f, g)), n = 1, 2, .... (4.12)

它们就是等价的。问题如 [BFLS] 中所述（参见 [W94]），是找到星积存在的（上同调）条件，
并将所有这些乘积按规范等价分类。
首先，我们注意到，根据 [K]，星积的结合性意味着级数 (4.10) 的第一个双微分算子 B1

满足以下关系：
fB1(g, h)−B1(fg, h) +B1(f, gh)−B1(f, g)h = 0 (4.13)

如果我们将 B1 视为线性映射 B1 : A⊗A → A，那么方程 (4.13) 表明它是代数 A 的上同调
Hochschild33 复形的 2-上闭链（定义见 [K] 的第 3.2.4 节）。此外，通过适当的规范变换可以
消去 B1 的对称部分（见 [K] 第 1.2 节），从而得到 B1(f, g) =

i
2
{f, g}——这是 (4.9) 的结果。

更一般地，在尝试递归构建 Bn 时，会发现每个阶段都有一个形式为 δBn = Fn 的方程，其
中 Fn 是先前确定的低阶项的二次表达式。在规范等价问题中，每个 Gn 都会出现类似的方
程。算子 δ 从双线性到三线性（或从线性到双线性），正是代数 A 的 Hochschild 上同调中以
A 为值的上同调算子（参见 [W94]）。

最简单的星积例子是由 Groenewold-Moyal积 (4.8)给出的，它是根据具有常系数的 Pois-
son 双向量 P（第 2.1 节）定义的，该双向量存在于仿射相空间中。具体形式为：

Bn(f, g) =
1

n!

(
i

2
Pjk ∂

∂yj
∂

∂zk

)n
f(y)g(z)

∣∣∣∣
y=z=x

. (4.14)

练习 4.1 验证（使用 (4.9)、(4.10) 和 (4.14)）以下关系

pq =
1

2
(p ⋆ q + q ⋆ p) = qp (q ⋆ p− p ⋆ q = ih̄). (4.15)

备注 4.1 在大多数数学文本中，包括 [K]，(4.9) 和 (4.14) 中的 i-因子是缺失的。（Bourbaki 研讨会 [W94] 是一个值得庆幸的例
外。在那里也提到了使用复共轭的奇偶性条件 (parity condition) Bn(f, g) = (−1)nB̄n(g, f)。）为了使公式符合物理文本，需
要将形式展开参数替换为 ih̄。如果在几何量子化的一些创始人的著作中出现类似的差异可以被视为疏忽，那么在形变量子化的情
况下，这似乎是一个有意的选择。Kontsevich 在 [K] 中提出了以下有些隐晦的备注 1.5：

33Gerhard Hochschild (1915-2010)，Claude Chevalley (1909-1984) 在普林斯顿的学生，于 1945 年引入了 Hochschild 上同
调。
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一般来说，应该考虑具有复系数的双微分算子⋯。在本文中，我们处理纯形式的代数性质⋯并且主要在实数域 R 上工作⋯。目

前尚不清楚，对于一般的 Poisson 括号，“形变量子化”的自然物理对应物是否是通常的量子力学。对于非退化括号，即对于辛流

形，情况确实如此，但我们的结果表明，一般来说，一个拓扑开弦理论更为相关。

如果 Poisson双向量 P 具有恒定秩，那么根据 Lie的经典定理（引用于 [W94]），Poisson流
形在局部上同构于具有恒定 Poisson 结构的向量空间。因此，这种正规 Poisson 流形 (regular
Poisson manifold) 是局域形变量子化的。如果存在无挠线性联络使得 P 是协变常数，则局域
量子化可以相对容易地拼接在一起 [BFLS]。更困难的问题是证明对于不允许平坦无挠 Poisson
联络的任意辛流形的形变量子化的存在性，这一问题在 1980 年代被 de Wilde 和 Lecomte 以
及 Fedosov解决了（综述见 [W94]和 [B08]）。Weinstein在他的 Bourbaki研讨会演讲 [W94]中
以提出一个基本问题结束：“每个 Poisson流形都是可形变量子化的吗？”。三年后，Kontsevich
[K] 不仅对这个问题给出了肯定的回答，而且提供了任何 Poisson 流形的星积等价类的规范构
造。这一成果被列入他对几何四个问题的贡献之中，并因此在 1998 年柏林获得了菲尔兹奖。
该工作的量子场论根源在 Cattaneo 和 Felder 的一系列论文中得到了展示（见 [CF] 及其中引
用的早期工作）。
正如 [GW] 强调的那样，星积中涉及的形式幂级数的收敛性问题仍然仅在个别情况下进

行研究。
这个主题的生命力在于不断涌现的有趣论文——例如参见 [C07], [CFR], [LW] 等。

5 二次量子化

...... 没有什么能给鉴赏家带来比这更大的乐趣了，...... 即使他是一位历史学家，在回顾
过去时也会伴有淡淡的忧伤。快感来自幻觉和远不明确的意义；一旦幻觉消散，获得了知识，
人们就会变得无动于衷...... 这种理论的雄伟之美不再吸引我们。

——1940 年 André Weil（从法国监狱写给妹妹 Simone）关于数学中的类比的一封信,
Notices of the AMS 52:3 (2005) 334-341 (p.339).

发明二次量子化的故事，就是理解“量子化物质波”，并最终创立量子场论的故事。追随
量子场论的早期阶段（有了像 [Dar] 这样的指南），我们就能体会到创始者们的哲学倾向，而
这些倾向似乎已不再符合我们这个时代的精神。它还可以揭示我们当前的一些忧虑（[S10]）。
但首先，我们认识到，要接受一些现在看来是常识的想法是多么困难。其中一个这样的想法
是由 Jordan 在 1927 年提出的（根据 Pauli 的模糊建议——见 [Dar]，第 230 页，脚注 75 和
76），并在年底由 Jordan 和 Wigner34完善（同上，第 231-232 页及 [JW28]），即引入了规范
反对易关系

[ai, aj ]+ := aiaj + ajai = 0 = [a∗i , a
∗
j ]+� [ai, a

∗
j ]+ = δij (5.1)

作为 Fermi统计的基础（实际上是电子-正电子场的量子化基础）。接受规范反对易关系的困难
在于，它们似乎违反了对应原理：当 h̄→ 0 时，它们变成严格反对易（Grassmann）变量，这
是在经典系统中从未遇到过的。Jordan发明“二次量子化”一词是很自然的，因为他正在量子
化（已经是量子的）Schrödinger 波函数（见附录）。另一方面，Dirac 关心的是量子化一个经

34Jeno（后来的 Eugene）Wigner（布达佩斯，1902 - 普林斯顿，1995）相对较晚（在 1963 年）获得了诺贝尔物理学奖，“因
为⋯⋯发现和应用了基本对称性原理”。
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典系统：电磁辐射场，[D27]。这有助于我们理解为什么即使是 Fermi-Dirac统计的共同发现者
Dirac也不准备接受这种概念。1927年在索尔维会议上，他“从一般角度认为 [Jordan-Wigner
的量子化] 非常人为”（见 [Dar]，第 239 页）。将近半个世纪后，Dirac 回忆说：“Bose 统计
⋯⋯与谐振子组合有关。Fermi 统计没有这样的图像，我觉得这是一个严重的缺陷。”（见 [D]，
第 140 页）。如果 Dirac 将规范反对易关系应用于他出色的相对论波动方程，他就不需要“充
满负能量状态的无穷海洋35”。事实上，Jordan 预见了自旋统计定理 (spin statistics theorem)
（该定理表明整数自旋场局部对易，而半整数自旋场局部反对易），这个定理在大约 12 年后由

Markus Fierz（1912-2006）和 Pauli 提出和证明（关于这个定理的教学讨论、历史和理解，见
包含五十多个原始参考文献的 20 页长论文 [DS]，可电子获取）。
二次量子化的数学表述简洁而优雅（并且，按照上述 Weil 信件的精神，隐藏了许多兴奋

点）。狭义上量子化 Schrödinger 波函数的二次量子化可以看作是从单个粒子的量子描述得到
多粒子系统的量子描述的一种尝试。首先从单粒子 Hilbert 空间 H 出发，构造对称（或反对
称）张量代数 S(H)（或 A(H)，并将其完备化以形成 Bose 子（或 Fermi 子）的 Fock 空间
(Fock space)36 F = F(H)。更一般地，有一个函子，称为二次量子化 (second quantization)，
从 Hilbert 范畴到自身，它将每个 Hilbert 空间映射到其 Fock 空间，并将每个幺正算子 U 映
射到一个由 U 的张量积构成的显然的幺正映射。
以下是一个由 Bernard Julia 在 1989 年 Les Houches 冬季数论与物理学学校上提出的

Bose Fock 空间的示例，它成为一个有趣的数学发展的起点 [BC]（这一发展仍在继续 [CC]）。
引入对应于质数的（Bose）产生和湮灭算子 a

(∗)
p ，其中 p = 2, 3, 5, 7, 11, ...。单粒子态空间由对

应于质数的（单位）矢量 |p⟩ 生成，而 Fock 空间 F 则由对应于所有正整数的矢量 |n⟩ 生成：

|vac⟩ ≡ |1⟩ , |n⟩ =
∏
(a∗i )

ni∏
(ni!)

1
2

|1⟩ for n =
∏

(pi)
ni . (5.2)

因此，真空对应于数字 1；态 |4 = 22⟩, |6 = 2 × 3⟩, |9⟩, |14⟩, ... 是双粒子态，等等。数算符
(number operator) N 满足 (N − n)|n⟩ = 0，在乘积态上以乘法作用：

N :=
∏
p

pa
∗
pap ⇒ N |p1...pk⟩ = p1...pk|p1...pk⟩ . (5.3)

如果进一步引入一个在乘积态上可加的对数 Hamilton 量，那么对应于逆温度 β 的系统
的配分函数将是 Riemann ζ 函数：

H = lnN ⇒ Z(β) := trF(e−βH) =
∞∑
n=1

1

nβ
= ζ(β) =

∏
p

(
1− 1

pβ

)−1

. (5.4)

备注 5.1 与其使用单粒子空间的对称或反对称张量积，我们可以使用更高维的不可约表示来
表示置换群，这对应于更一般的置换群 (permutation group) 或 Para 统计 (parastatistics)，
它们出现在代数 Doplicher-Haag-Roberts 方法对局部量子物理的超选择定则分类中（综述见
[H]）。通过引入一些额外的自由度和规范对称性 (gauge symmetry)，可以将它们简化为熟悉
的 Bose 和 Fermi 统计（通过所谓的 Green 假设 (Green ansatz)）。

Fock空间构造对于自由量子场论以及非相对论量子力学都能很好地工作，只要 Hamilton
量与粒子数对易。张量积构造即使在处理非相对论束缚态问题时也是不适用的。确实，考虑

35精确的数学描述 Dirac 海 (Dirac sea)，相当于现在标准的 Fermi 场量子理论，最近才被给出，[D11]。
36圣彼得堡物理学家 Vladimir Fock（1898-1974）还因其发展 Hartree-Fock 方法及其相对论对应的 Dirac-Fock 方程而闻名，
这导致了 Dirac-Fock-Podolsky 在量子场论上的工作，这是 Tomonaga 因涉及无限多个时间的公式获得 Nobel 奖的前奏。他开
创性的工作 [F32] 在学生的论文 [CF09] 中被恰当地引用，但在主要论著 [Sch] 的参考文献列表中奇怪地缺席。



5 二次量子化 24

两个 Galileo 不变粒子的态空间的张量积。根据 Bargmann 的一篇经典论文 [B54]，Galileo 群
的量子力学射线表示涉及到其由质量算符引起的中心扩张。因此，两个单粒子表示的张量积
的质量等于两个粒子的质量之和，应该保持守恒。另一方面，我们知道束缚态的质量由于（负
的）结合能37（除以 c2）与组成部分质量之和不同。通过考虑伽利略不变性所暗示的能量守
恒，也可以得出类似的矛盾。这个例子表明，在存在相互作用的情况下，应考虑非平凡的余
积 (coproduct)，使得像总能量这样的对称生成元不一定是可加的。虽然有许多作者探讨了第
二量子化的 Hopf 代数变形（参见例如 [CCT]），但我并不清楚有任何工作以这种方式处理物
理束缚态问题。
致谢 我衷心感谢 IHES 在 2011 年 1 月和 12 月，以及 CERN 理论部在 2012 年 2 月和 3 月
期间对我工作的热情款待。很高兴感谢 Peter Dalakov、Petko Nikolov 和 Raymond Stora 在
本工作不同阶段提供的有益建议，并感谢 Hristina Hristova 在准备笔记时的帮助。作者的工
作部分得到了保加利亚国家科学基金会资助项目 DO 02-257 的支持。

37这条注释延续了由关于该主题的 Scholarpedia 文章引发的讨论。
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附录：Pascual Jordan (1902-1980)

在量子力学的创造者中，Pascual Jordan 无疑是最不为人所知的，尽管他对量子场论的
诞生做出了比任何人都多的贡献。

——Olivier Darrigol [Dar]

Pascual Jordan 出生于汉诺威的一个德西混合家庭，自然科学方面的阅读广泛。14 岁时，
他梦想着写一本“关于所有科学领域的大书”。在文理中学期间，他自学了微积分，并仔细研
究了 Mach 的《力学》和《热力学原理》38。由于对汉诺威工业高等学校的物理教学不满意，
他于 1923年搬到了哥廷根。那里（实验）物理课的时间太早，他在 1963年接受 T.S. Kuhn采
访时回忆道，他成了一名“从未听过物理课的物理学家”。相比之下，他成了 Richard Courant
（1888-1972）的积极学生，并协助他撰写了著名的《Courant-Hilbert 数学物理方法》书中的部
分内容。在遇到新任哥廷根理论物理研究所所长 Max Born（1882-1970）后，Jordan 才决定
将物理学作为自己的追求方向。“他是⋯⋯除了我的父母之外，对我的生活产生最深远、最持
久影响的人”，Jordan 在 Born 去世后的一篇简短悼词中写道（[Sch]，第 7 页）。起初，他只是
通过在 Born 的《晶格动力学百科全书》文章手稿中插入公式来帮助他的老师（见 [MR]，脚
注 60），但很快他就开始自己研究当时热门的光量子问题（从他 1924 年的论文开始）。1925
年初，他能够预测氖中的两条新谱线的存在（不久后由 Hertz观察到39——那是新发现层出不
穷的时代！）。

Jordan 在 1925-1928 年的活动真是令人惊叹：在波恩度假期间，他撰写了他们文章的初
稿（在 Heisenberg 提交两个月后提交）。接着是与 Born 和 Heisenberg 合作的著名“三人论
文”，于 11 月提交，其中 Jordan 是唯一负责辐射理论部分的人。仿佛这还不够，年末他提交
了一篇关于“Pauli 统计”的论文；《物理学杂志》的编辑 Max Born 在前往美国讲学的途中带
上了这篇论文，然后⋯⋯直到六个月后回到哥廷根时才想起来。在此期间，Fermi 和 Dirac 独
立发现了其结果40。在 [PJ07] 的书目中（第 175-206 页），可以找到 Jordan 参与的 8 个题目
（包括一本书），它们发表在 1926 年，15 个发表在 1927 年，6 个发表在 1928 年。其中两个
涉及变换理论 (transformation theory)（一个是 1926 年，另一个是 1927 年，Jordan 在印刷
版中感谢 Dirac 邮寄给他的手稿41）。这项工作实际上奠定了量子力学的数学和物理基础。其
他五篇论文中，前两篇由 Jordan 单独撰写 [J27]，其余三篇分别与 Oskar Klein（1894-1977）
[JK27]、Wigner（见脚注 33）[JW28]（关于 Fermi 子的正则反对易关系），以及最终与 Pauli
共同撰写——也是 1928 年的，涉及到二次量子化的概念，或者换句话说，是对波动场的量子
化，从而奠定了量子场论的基础。如今很难完全理解这项工作的创新性和重要性。例如，为
什么应该量子化已经量子化的 Schrödinger 方程的波函数？这里有一个意想不到的原因。1920

38奥地利物理学家和哲学家 Ernst Mach（1838-1916）持有强烈的反形而上学观点，影响了他的教子 Pauli（以及年轻的 Einstein）。
Jordan 一生都认为自己是 Mach 的弟子，并提到他的实证主义知识论 [Dar]。有关 P. Jordan 的其他资料：[PJ07], [Sch99], [Me],
[S06]。

39Gustav Ludwig Hertz（1887-1975），1925 年 Nobel 物理学奖获得者（与 James Frank 一起），是发现电磁波的 Heinrich
Hertz（1857-94）的侄子。

40引用 Stanely Deser 的话（见 [S06]），我们本可以将 Fermi 子称为“Jordan 子”⋯⋯Jordan 自己使用了“Pauli 统计”一
词。半个世纪后的 Jordan 在 [J] 中回忆说，“在早期讨论中，[Pauli] 拒绝了显而易见的扩展其法则适用范围的想法。后来，作为
Fermi-Dirac 统计的一部分，它成为物理学中的一个⋯⋯基本法则。”（没有提及他的优先权！）

41正如 Schroer 在 [S06] 中指出的，还有一个几乎被遗忘的贡献者，Fritz London（1900-1954），他以研究氢分子和超导性而闻
名；London 是第一个在 1926 年引入量子力学中的 Hilbert 空间概念的人。
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年代末仍困扰物理学家的问题是波函数的物理解释。1926 年，Schrödinger 试图给他的波赋予
现实的物理意义，将其模平方 |ψ|2 看作是一种电子物质的密度（[Dar]，第 237 页）。这种解释
的一个障碍（由专家评论家 Pauli 提出）是引入多维配置空间以处理多体问题的必要性。将 ψ

视为场算符，Jordan 在某种程度上恢复了处理任意（甚至变化的）粒子数的三维图景。此外，
Jordan 和 Klein[JK27] 很高兴发现算符形式中的正规排序自然地消除了无限自能项（[Dar]，
第 234-235 页）。（第 5 节讨论了更具革命性的 Fermi 子二次量子化及其不易接受的情况。）
那么，为什么 Jordan 没有像他的哥廷根同事那样享有名声呢？他不仅没有获得 Nobel 奖

（尽管在 1920 年代后期，Einstein 两次向诺贝尔委员会提名《三人论文》的作者 [S06]），他还
是唯一一位没有参加 1927 年辉煌的索尔维会议的量子理论主要贡献者（参加会议的 29 人中
有 17 人是或后来成为 Nobel 奖得主——见 [Sch]，第 6 页）；在战后生活的 35 年间，他几乎
被遗忘了。导致这种忽视的原因是复杂的：涉及 Jordan 的性格和政治（并反映了我们的社会
不仅仅因科学成就而赞扬科学家）。
首先，对于刚到哥廷根的二十岁新手来说，要忍受比他大一两岁的同事 Heisenberg 和

Pauli 的自信和大胆的作风，并不容易。据 Schweber 所述 [Sch]（第 7 页），“Jordan 个子较
矮，他的自我表现反映了他的身材。”此外，他严重口吃，这使他难以与他人交流，并加深了
他给人留下的不安全感。Jordan 对数学问题和技术的兴趣（包括研究 Jordan 代数 (Jordan
algebra)42，他与 von Neumann和Wigner合作的工作 [JNW]（1934年）即涉及此领域）并未
提高他在物理学家中的人气43（甚至在 Nobel委员会中也没有：即使是伟大的 Poincaré（曾被
提名但）也没有获得 Nobel 奖）。正如 Freeman Dyson 所观察到的，如果一个人想获得 Nobel
奖，他必须在他最成功的领域坚持足够长的时间。相比之下，忠于自己 14 岁时拥抱整个科学
梦想的 Jordan 在 1930 年代转向了生物学、心理学、地质学和宇宙学的问题。他是二战前最
早支持大爆炸假说的科学家之一44。因此，如果在 1920 年代末和 1930 年代初，Jordan 缺乏
充分的认可可以归因于他自信心不足和他异常广泛的兴趣，那么他在战后被忽视的原因则与
他的政治有关。
对屈辱的凡尔赛条约的愤怒以及高额赔款加剧的经济困难，为民族主义情绪的萌生和政

治极端主义的崛起提供了肥沃的土壤。再次引用 Schücking 的话 [Sch99]：“Jordan 一直是一
个保守的民族主义者，以‘Domeier’的笔名在右翼期刊《德国民族》（Deutsche Volkstum）
上发表了他的精英主义观点。我的哥廷根老师 Hans Kopfermann⋯⋯在 1933 年 5 月写信给
Niels Bohr 说：‘非犹太裔年轻科学家中有一种倾向，就是加入这个运动，并尽可能作为一种
调解因素，而不是站在旁边表示不满。’”确实，Hitler上台后，Jordan是 850万加入国家社会
主义（NS）党的德国人之一；他甚至参加了其半军事组织冲锋队（SA，即“褐衫队”，在 1934
年对其领导人的“血腥清洗”后变得无关紧要）。与最后一位自由派英国首相 Lloyd George
（见 [CMM]）相似，Jordan 认为苏联传播的共产主义是最大的危险，而国家社会主义的德国
是唯一的选择。Bert Schroer 在 [PJ07] 中分享了上述观点，认为 Jordan 天真地希望说服 NS
机构中的一些有影响力的人，认为现代物理学（以 Einstein 和尤其是哥本哈根版本的量子物

42这是一种非结合代数，其特征在于对称积 A ◦B := 1
2
(AB +BA) 满足关系 A2 ◦ (A ◦B) = A ◦ (A2 ◦B) (A2 = A ◦A)。

43他的战后学生 Engelbert Schücking[Sch99] 回忆道：“Jordan 被 Pauli 和 Heisenberg 看作是一个数学家而非物理学家”，而
“Jordan 先生总是一个形式主义者”，Pauli 曾这样告诉我。相比之下，Jordan 对 Pauli 只有赞扬之词——见他富有洞察力的文章

[J]。
44他的宇宙学思想遵循比利时神父兼天文学家 Georges Lemaître（1894-1966）的理论，他发现的红移-距离关系后来被归功于

Edwin Hubble（1889-1953）——见 [WN]。他的理论也受到了 Dirac 1937 年大数假说的启发。Jordan 的贡献在几十年后被重新
发现并流行起来（但没有给予原作者应有的荣誉）——见 H. Kragh 在 [PJ07] 中的描述。
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理学为代表）是对抗“布尔什维克物质主义”的最佳解药。这一观点得到了 Jordan 的书 [J36]
的证实（书中受到了 Bernhard Bavink45的启发，并对其表示赞同）。Bavink 认为现代物理学
完全反物质主义，比经典物理学更符合基督教信仰（见 H. Kragh 在 [PJ07] 中的描述及其参
考文献）。不出所料，这种观点并不受痴迷于反犹主义的纳粹当局的欢迎。他们接受了 Jordan
的支持，但从未信任他，因为他继续与犹太同事交往，并准备公开赞扬他们。他在相对孤立的
罗斯托克小大学度过了 1928-1944年，并且从未被分配到重要的战争相关任务（例如没有加入
党的 Heisenberg）。Jordan 只损害了自己的声誉：战后两年他没有任何工作。Born 拒绝为他
作证，在回信中引用了在纳粹统治期间去世的亲属的名字（见 [B05]）。最终，在 Heisenberg和
Pauli 的帮助下，Jordan 通过了去纳粹化程序（直到 1953 年46才被允许指导博士生）。一旦恢
复汉堡大学教授职位，他创建了一个强大的广义相对论学派47（见 [E09]）。但 Jordan 没有听
从 Pauli 远离政治的建议。他反对 1957 年 4 月“哥廷根十八人”签署的反对德国核重整的宣
言（由 Born 和 Heisenberg 签署），写了一篇支持 Adenauer 政策的反对文章，声称十八人的
行动危及世界和平，破坏了欧洲的稳定。Max Born 对 Jordan 的文章感到恼火，但没有公开
反应。（他的妻子没有隐藏她的愤怒：她收集并出版了 Jordan 的旧政治文章，题为“Pascual
Jordan，基督教民主联盟的宣传员”。）

1963 年 Nobel 物理学奖获得者 Eugene Wigner 在 1979 年（从普林斯顿）提名他的前
同事（及 [JW28] 的合著者）Jordan 获得 Nobel 奖，但无济于事：那年的诺贝尔物理学奖由
Sheldon Glashow, Abdus Salam 和 Steven Weinberg 分享——用 Schücking 的话说，“Jordan
发明的艺术的三位实践者”[Sch99]。

Pascual Jordan 于 1980 年 7 月 31 日在汉堡去世，距离 78 岁生日仅差三个月，仍在研
究他的标量-张量引力理论。

45德国物理教师、科学哲学家和多产作家（1879-1947）。
46民族主义哲学家 Theodor Haering（1884-1964）在纳粹时期因 Jordan 在其书 [J41] 中批评其对现代物理学的晦涩观点而受
到批评，但他于 1951 年被恢复名誉。（感谢 K.-H. Rehren 提供此信息。）

47他的学生包括 Jürgen Ehlers（1929-2008），他于 1995 年成为新成立的 Max Planck 重力物理研究所（Einstein 研究所）在
Golm（波茨坦）的创始主任，以及在纽约大学结束职业生涯的 Schücking。在汉堡小组的手中，Dirac 关于可变引力常数的思想
被转化为仍然流行的标量-张量引力理论，通常归功于 Brans-Dicke（他们的论文写于 1961 年，比 Jordan 晚了两年）。
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