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前言

本书对 Marston Morse 的大变分理论进行了当代阐释。然而近几年的重要进展并未提及。以
下将介绍其中三项：R. Palais 与 S. Smale 研究了无限维流形上实值函数的 Morse 理论，并给出
了主要定理的直接证明，全程未使用有限维逼近。相关流形需在局部意义上与 Hilbert 空间微分同
胚，且函数须满足弱紧性条件。以有限维流形 M 上的路径研究为例：可考虑由所有绝对连续路径
ω : [0, 1] → M 组成的 Hilbert 流形，这些路径需满足平方可积的一阶导数条件。相关论述详见 [1]
与 [2]。

Bott 周期性定理最初受到 Morse 理论的启发（参见第四章）。然而，近期已给出更基础的证明，
这些证明完全不涉及 Morse 理论。详见 [3] 及 [4]。

Morse 理论为 S. Smale、A. Wallace 等人推动微分拓扑学取得激动人心的进展提供了灵感，其
中包括对高维广义 Poincaré 猜想的证明。我在 [5] 中尝试描述了部分相关研究成果。
请允许我借此机会澄清一个可能引起混淆的术语。在第 12 节中，我使用“能量”一词表示沿路

径 ω(t) 的积分

E =

∫ 1

0

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥2 dt.

V. Arnol’d 向我指出，过去 200 年来数学家们将该积分称为“作用量”积分。这种术语差异源于该
积分在物理模型中可作多重解释的事实。
考虑一个粒子 P 在时间间隔 0 ⩽ t ⩽ 1 内沿着一个曲面 M 运动。粒子在此时间间隔内的作用

量 (action) 定义为一个常数乘以积分 E。若无外力作用于 P（除将其限制在 M 内的约束力外），
则“最小作用量原理”断言：在连接 ω(0) 与 ω(1) 的所有路径类中，E 将被最小化，或至少 E 的第
一变分将为零。因此 P 必须沿测地线运动。但截然不同的物理模型是可能的。考虑一根橡皮筋横跨
光滑曲面两点。若用参数方程 x = ω(t)，0 ⩽ t ⩽ 1 描述该橡皮筋，则张力产生的势能将与我们的积
分 E 成正比（至少在一阶近似下成立）。在平衡位置处，该能量必须最小化，因此橡皮筋将描绘一
条测地线。
下文除若干处修正外，与初版内容完全一致。谨向 V. Arnol’d、D. Epstein和 Jr. W. B. Houston

指出修正之处表示感谢。

J. W. Milnor
洛杉矶，1968 年 7 月
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第一章 流形上的非退化光滑函数

§ 1. 引论

在本节中，我们将通过一个具体实例说明后续将针对任意流形进行研究的情况。让我们考虑一
个环面 M，其切于平面 V，如图 1.1 所示。

p

q

r

s

V

图 1.1

令 f :M → R（R总表示实数）是平面 V 上的高度，并令Ma 为使得 f(x) < a的所有点 x ∈M

的集合。则下列事情为真：

(1) 如果 a < 0 = f(p)，则 Ma 是空集。

(2) 如果 f(p) < a < f(q)，则 Ma 同胚于一个 2 维胞腔。

(3) 如果 f(q) < a < f(r)，则 Ma 同胚于圆柱面：

(4) 如果 f(r) < a < f(s)，则 Ma 同胚于一个具有圆形边界亏格为 1 的紧致流形：

1
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(5) 如果 f(s) < a，则 Ma 是整个环面。

为了描述当 a 通过 f(p), f(q), f(r), f(s) 其中一点时 Ma 中发生的变化，考虑同伦型要比考虑
同胚型更方便。就同伦型而言：

(1)→(2) 的变化是粘合一个 0 维胞腔的运算。因为，就同伦型而言，当 f(p) < a < f(q) 时，空
间 Ma 同一个 0 维胞腔毫无区别：

≈

这里“≈”表示“具有相同的同伦型”。
(2)→(3) 的变化是粘合一个 1 维胞腔的运算：

≈

(3)→(4) 的变化仍然是粘合一个 1 维胞腔的运算：

≈

(4)→(5) 的变化是粘合一个 2 维胞腔的运算。
“粘合一个 k 维胞腔”的明确定义可以如下给出。令 Y 为任意拓扑空间，并且令

ek = {x ∈ Rk : ‖x‖ ⩽ 1},

是 k 维胞腔，由 k 维 Euclid 空间中长度 ⩽ 1 的所有向量组成。
边界

ėk = {x ∈ Rk : ‖x‖ = 1},

记为 Sk−1。如果 g : Sk−1 → Y 是一个连续映射，则首先通过取 Y 和 ek 的拓扑和（= 不交并），然
后把每个 x ∈ Sk−1 和 g(x) ∈ Y 一样来获得

Y ∪g ek,

(用 g 粘合 Y 和 k 维胞腔 ek)。就 k = 0 的情形而言，令 e0 是一个点，并且令 ė0 = S−1 是空集，所
以 Y 和一个 0 维胞腔粘合起来，不过就是 Y 和一个不交点的并。
正如我们可能想到，Ma 的同伦型发生变化的各点 p, q, r 和 s 的特性可以借助于函数 f 加以

简单地刻画。这些点是函数的临界点 (critical point)：如果我们在这些点的附近选择任意坐标系
(x, y)，则导数 ∂f/∂x 和 ∂f/∂y 都为零。在 p 处，我们可以选择 (x, y) 使得 f = x2 + y2，在 s 处
使得 f =常数− x2 − y2，并且在 q 和 r 使得 f =常数+ x2 − y2。注意到在每一点处，f 的表达式
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中负号的个数，正好就是从 Ma 到 M b 时必须粘合的胞腔的维数，这里 a < f(所考虑的点) < b。我
们的首先几个定理将把这些事实推广到流形上任意可微函数。
对于有关 Morse 理论的进一步信息，下面的材料极为有用：[6], [7], [8], [9]。

§ 2. 一些定义和引理

词汇“光滑”和“可微”交替地用来表示 C∞ 可微。光滑流形 M 在点 p 处的切空间记为 TMp。
如果 g :M → N 是一个光滑映射，g(p) = q，则 g 在切空间的诱导线性映射记为 g∗ : TMp → TNq。

现在令 f 是流形 M 上一个光滑实值函数。点 p ∈M 被称为 f 的临界点 (critical point)，如
果诱导映射 f∗ : TMp → TRf(p) 是零映射。如果在点 p 的领域 U 中选取局域坐标系 (x1, . . . , xn)，
则

∂

∂x1
(p) = · · · = ∂

∂xn
(p) = 0.

实数 f(p) 称为 f 的临界值 (critical value)。
我们用 Ma 表示使得 f(x) ⩽ a 的所有点 x ∈ M 的集合。如果 a 不是 f 的一个临界值，则从

隐函数定理可得 Ma 是一个有边界的光滑流形。边界 f−1(a) 是 M 的光滑子流形。
一个临界点 p 被称为非退化的 (non-degenerate)，当且仅当矩阵(

∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
是非奇异的。可以直接验证：非退化性不依赖于坐标系的选择。这一点也可以从下面内禀性定义得
出。
如果 p是 f 的临界点，我们定义 TMp 上的一个对称双线性泛函 f∗∗，称为 f 在点 p处的 Hesse

泛函 (Hessian)。若 v, w ∈ TMp，则 v和 w可以扩张为向量场 ṽ和 w̃。我们令1f∗∗(v, w) = ṽp(w̃(f))，
其中 ṽp 当然就是 v。我们必须说明这是对称且良定义的。它是对称的因为

ṽp(w̃(f))− w̃p(ṽ(f)) = [ṽ, w̃]p(f) = 0,

其中，[ṽ, w̃] 是 ṽ 和 w̃ 的 Poisson 括号，而 [ṽ, w̃]p(f) = 0 是由于 p 是 f 的临界点。
因此，f∗∗ 是对称的。现在它显然是良定义的因为 ṽp(w̃(f)) = vp(w̃(f)) 独立于 v 的扩张 ṽ，而

w̃p(ṽ(f)) 独立于 w̃。

如果 (x1, . . . , xn) 是一个局部坐标系且 v =
∑
ai

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

，w =
∑
bj

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

，我们可以取 w̃ =

∑
bj

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

，其中 bj 现在记为一个常值函数。于是

f∗∗(v, w) = v(w̃(f))(p) = v

(∑
bj

∂

∂xj

)
(p) =

∑
i,j

aibj
∂2f

∂xi∂xj
(p);

所以矩阵
(

∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
是双线性泛函 f∗∗ 在

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

这组基下的表示。

我们现在可以讨论 TMp 上双线性泛函 f∗∗ 的指标 (index) 和零化数 (nullity)。在一个向量
空间 V 上，双线性泛函 H 的指标 (index)被定义为 V 的一个子空间（在其上 H 是负定的）的最大
维数；零化数 (nullity) 是零化子空间 (null-space) 的维度，而零化子空间，即：包括所有 v ∈ V

使得对于每个 w ∈ V 都有 H(v, w) = 0 的子空间。显然，点 p 是 f 的一个非退化临界点当且仅当
f∗∗ 在 TMp 上有零化数且为零。f∗∗ 在 TMp 上的指标将被简称为 f 在 p 处的指标。Morse 的引理
表明：f 在点 p 处的行为可以完全由这个指标刻画。在表述这个引理之前，我们首先证明下面：

1这里 w̃(f) 表示 f 在方向 w̃ 上的方向导数。
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引理 2.1. 令 f 是 Rn 中 0 的一个凸邻域 V 中的一个 C∞ 函数，使得 f(0) = 0。则

f(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

xigi(x1, . . . , xn),

对于某些定义在 V 中的适当的 C∞ 函数 gi，使得 gi(0) =
∂f

∂xi
(0)。

证明.

f(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

df(tx1, . . . , txn)
dt dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn) · xidt.

因此我们可以令

gi(x1, . . . , xn) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx1, . . . , txn)dt.

引理 2.2 (Morse 引理). 令 p 是 f 的一个非退化临界点。则 p 的一个邻域 U 中存在一个局部坐标
系 (y1, . . . , yn)，使得对于所有 i 有 yi(p) = 0，并且使得恒等式

f = f(p)− (y1)2 − · · · − (yλ)2 + (yλ+1)2 + · · ·+ (yn)2

在 U 中都成立，其中 λ 是 f 在 p 处的指标。

证明. 我们首先证明：如果对于 f 存在任何一个这样的表达式，λ 都一定是 f 在点 p 处的指标。对
于任意坐标系 (z1, . . . , zn)，如果

f(q) = f(p)− (z1(q))2 − · · · − (zλ(q))2 + (zλ+1(q))2 + · · ·+ (zn(q))2

则我们有

∂2f

∂zi∂zj
(p) =


− 2 如果 i = j ⩽ λ,

2 如果 i = j > λ,

0 其它情况,

这说明 f∗∗ 在
∂

∂z1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂zn

∣∣∣∣
p

这组基下的矩阵表示是



−2
. . .

−2

2
. . .

2


因此存在 TMp 的一个 λ 维子空间，使得 f∗∗ 为负定，并且存在一个 n − λ 维子空间 V，使得 f∗∗

为正定。如果存在 TMp 的一个子空间，其维数大于 λ，使得在这个子空间上的 f∗∗ 为负定，那么这
个空间就会与 V 相交，这显然是不可能的，因此 λ 是 f∗∗ 的指标。
我们现在来说明这样一个合适坐标系 (y1, . . . , yn) 存在。显然，我们可以假设 p 是 Rn 的原点

并且 f(p) = f(0) = 0。通过引理 2.1，我们可以写

f(x1, . . . , xn) =
n∑
j=1

xjgj(x1, . . . , xn)
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其中，(x1, . . . , x2) 在原点 0 的某个领域中。由于点 0 被假设为一个临界点：

gj(0) =
∂f

∂xj
(0) = 0.

因此，应用引理 2.1 于 gj，我们有

gj(x1, . . . , xn) =
n∑
i=1

xihij(x1, . . . , xn)

其中，hij 是某些确定的光滑函数，从而

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, . . . , xn).

我们可以假设 hij = hji，因为我们可以记 hij =
1

2
(hij+hji)，则有 hij = hji，并且 f =

∑
xixjhij。

此外，矩阵 (hij(0)) 等于
(
1

2

∂2f

∂xi∂xj
(0)

)
，并且因此是非奇异的。

于是，存在一个非奇异坐标变换，使得 f 在原点 0 的某个可能更小的邻域中有所要的表达式。
要看出这点我们可以完全仿照对二次型一般对角化的证明 (例如见 [10])。关键的一步描述如下：
用归纳法，假设在 0 的某个邻域 U1 中，存在坐标系 (u1, . . . , un)，使得在整个 U1 中

f = ±(u1)
1 ± · · · ± (ur−1)

2 +
∑
i,j⩾r

uiujHij(u1, . . . , un);

其中，矩阵 (Hij(u1, . . . , un)) 是对称的。对最后 n − r + 1 个坐标进行线性变换后，我们可以假设
Hrr(0) 6= 0。记 g(u1, . . . , un) 为 |Hrr(u1, . . . , un)| 的平方根。它在 0 的某些更小的领域 U2 ⊂ U1 中
是 u1, . . . , un 的非零光滑函数。现在引入新坐标 v1, . . . , vn 如下：

vi = ui, 如果i 6= r,

vr(u1, . . . , un) = g(u1, . . . , un)

[
ur +

∑
i>r

ui
Hir(u1, . . . , un)

Hrr(u1, . . . , un)

]
.

从反函数定理可以得到，在 0 的某个充分小的邻域 U3 中，v1, . . . , vn 可以取作坐标函数。容易验证，
在整个 U3 中，f 可以表述为

f =
∑
i⩽r

±(vi)
2 +

∑
i,j>r

vivjH
′
ij(v1, . . . , vn).

这完成了归纳证明；并证明了引理 2.2。

推论 2.3. 非退化临界点是孤立的。

下面给出退化临界点（对于 R 和 R2 的函数）的一些例子，以及它们的图示。

(a) f(x) = x3。原点是退化的临界点。 (b) f(x) = e− 1
x2 sin2

(
1

x

)
。原点是退化的非孤立临界点。
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(c) f(x, y) = x3 − 3xy2 = (x+ iy)3 的实部。原点 (0, 0) 是退化的临界点（“猴鞍点”）。

(d) f(x, y) = x2。临界点集是 y 轴，它是 R2 的子流形。临界点全是退化的。

(e) f(x, y) = x2y2。临界点全是退化的。临界点集是 x 轴和 y 轴的并，不是 R2 的子流形。
在结束本节之前，让我们来讨论单参数微分同胚群。想要深究的读者可以参考 [11]。
流形 M 的单参数微分同胚群是一个 C∞ 映射

φ : R×M →M,

使得

(1) 对于每个 t ∈ R，由 φt(q) = φ(t, q) 定义的映射 φt : M → M，是一个把 M 映成自己的微分
同胚。

(2) 对于所有 t, s ∈ R，有 φt+s = φt ◦ φs。

给定 M 的一个单参数微分同胚群 φ，我们可以定义 M 上的一个向量场 X 如下：对于每个光
滑实值函数 f，令

Xq(f) = lim
h→0

f(φh(q))− f(q)

h

这个向量场 X 被称为产生（generate）群 φ。
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引理 2.4. 如果 M 上的光滑向量场 X 在一个紧致集 K ⊂M 之外为零，则 X 产生 M 的唯一一个
单参数微分同胚群 φ。

证明. 给定任意光滑曲线
t 7→ c(t) ∈M �

我们定义它的速度向量（velocity vector）

dc
dt ∈ TMc(t)

为
dc
dt (f) = lim

h→0

f(c(t+ h))− f(c(t))

h

（与第8节比较）。现在假设 φ 是一个单参数微分同胚群，由向量场 X 所产生。则对于每个确定的 q，
曲线

t 7→ φt(q)

满足微分方程
dφt(q)

dt = Xφt(q)

以及初始条件 φ0(q) = q。这是真的因为

dφt(q)
dt (f) = lim

h→0

f(φt+h(q))− f(φt(q))

h
= lim

h→0

f(φh(p))− f(p)

h
= Xp(f),

其中 p = φt(q)。但是，大家知道这样一个微分方程，局部有唯一解，光滑依赖于初始条件。（见 [12]，

第 166 页。注意到，这个微分方程可以使用局部坐标 u1, . . . , un 改写为比较熟悉的形式：
dui
dt =

xi(u1, . . . , un)，i = 1, . . . , n。）
因此对于 M 的每个点，存在一个邻域 U 和一个数 ε > 0，使得当 q ∈ U，|t| < ε 时，微分方程

dφt(q)
dt = Xφt(q), φ0(q) = q

具有唯一光滑解。
紧致集 K 可以用有限多个这样的邻域 U 覆盖。令 ε0 > 0 表示对应数 ε 中最小的数。对于

q /∈ K，令 φt(q) = q，则对于 |t| < ε0 和对于所有 q ∈M，这个微分方程具有唯一解 φt(q)。这个解
作为双变量函数是光滑的。此外，如果 |t|，|s|，|t+ s| < ε0，显然有 φt+s = φt ◦ φs。因此，每个这
样的 φt 都是一个微分同胚。
现在只剩下对 |t| ⩾ ε0，定义 εt。任意数 t 可以表示成

ε0
2
的倍数再加上一个余数 r，其中

|r| < ε0
2
。如果 t = k

ε0
2

+ r，k ⩾ 0，则令

φt = φ ε0
2
◦ φ ε0

2
◦ · · ·φ ε0

2
◦ φr,

其中 φ ε0
2
重复变换 k 次。如果 k < 0，只需用 φ ε0

2
代替 φ ε0

2
并重复 −k 次即可，因此 φt 对 t 的所

有值是有定义的。不难验证，φt 是良定义的、光滑的，并且满足条件 φt+s = φt ◦ φs。这样就完成
了对引理 2.4 的证明。

注. 假设 X 的一个紧致集之外为零不能忽略。举例而言，令 M 是单位开区间 (0, 1) ⊂ R，并且令

X 是 M 上的标准向量场
d
dt，则 X 不产生 M 的任何单参数微分同胚群。
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§ 3. 用临界值刻画流形的同伦型

在这一整节里，如果 f 是流形 M 上的实值函数，则令

Ma = f−1(−∞, a] = {p ∈M : f(p) ⩽ a}.

定理 3.1. 令 f 是流形 M 上的光滑实值函数。令 a < b 并且假设集合 f−1[a, b] = {p ∈ M : a ⩽
f(p) ⩽ b} 是紧致集，不含 f 的临界点，则 Ma 微分同胚于 M b。此外，Ma 是 M b 的形变收缩核，
所以包含映射 Ma →M b 是一个同伦等价。

证明. 证明的思想在于沿着超曲面 f = 常数的正交轨道把 M b 向下推到 Ma（见图 3.1）。

f = a

f = b

图 3.1

在 M 上选择一个 Riemann 度规；并令 〈x, y〉 表示两个切向量的内积，由这个度规所确定。f
的梯度（gradient）是 M 上的向量场 gradf，由下面这个恒等式2完全描述：对于任意向量场 X，

〈X, gradf〉 = X(f)

（= f 沿着 X 的方向导数）。向量场 gradf 在 f 的临界点正好为零。如果 c : R → M 是一条曲线，

其速度向量为
dc
dt，则有恒等式 〈

dc
dt , gradf

〉
=

d(f ◦ c)
dt .

现在令 ρ :M → R 是一个光滑函数，在整个紧致集 f−1[a, b] 上
1

〈gradf, gradf〉；而在这个集合

的某个紧致领域之外为零。于是，由

Xq = ρ(q)(gradf)q

定义的向量场 X 满足引理 2.4 的条件。因此，X 产生的一个单参数微分同胚群

φt :M →M.

对于确定的 q ∈M，考虑函数 t→ f(φt(q))。如果 φt(q) 位于集合 f−1[a, b]，则

f(φt(q))

dt =

〈
dφt(q)

dt , gradf
〉

= 〈X, gradf〉 = +1.

因此，只要 f(φt(q)) 在 a 和 b 之间，则对应关系

t 7→ f(φt(q))

是线性的，并且导数为 +1。

2用经典记号，使用局部坐标 u1, . . . , un，梯度向量的分量为
∑
j

gij
∂f

∂uj
。
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现在考虑微分同胚 φb−a : M → M。显然，这个映射把 Ma 微分同胚地映射成 M b。这就证明
了定理 3.1 的前一半。
定义一个单参数映射族

rt :M
b →M b

为

rt(q) =

q, 如果 f(q) ⩽ a,

φt(a−f(q))(q), 如果 a ⩽ f(q) ⩽ b.

则 r0 是恒等映射，而 r1 是从 M b 到 Ma 的收缩映射。因此，Ma 是 M b 的一个收缩核。这完成了
证明。

注. f−1[a, b] 是紧致的这个条件不能忽略。举例来说，图 3.2 表示这个集合不是紧致的情况，其中
流形 M 不含点 p。显然，Ma 不是 M b 的形变收缩核。

f = a

f = b

p
a ⩽ f ⩽ b

图 3.2

定理 3.2. 令 f :M → R 是一个光滑函数，并令 p 是一个其指标为 λ 的非退化临界点。设 f(p) = c，
对于一些 ε > 0，假设集合 f−1[c − ε, c + ε] 是紧致的，并且除了点 p 以外不再含有 f 的其它临界
点。则对于足够小的 ε，集合 M c+ε 的同伦型与 M c−ε 粘上一个 λ 维胞腔后的同伦型相同。

这一定理的证明思路针对环面上的高度函数这一特殊情形，在图 3.3 中予以展示。区域

M c−ε = f−1(−∞, c− ε)

用重阴影来表示。我们将引入一个新函数 F :M → R，使得在点 p 的某个小邻域中 F < f，而在这
个邻域之外 F 和高度函数 f 完全相同。因此，区域 F−1(−∞, c− ε] 就由 M c−ε 以及点 p 附近的一
个区域 H 组成。在图 3.3 中，H 使用水平阴影区域来表示的。

p

F−1[c − ε, c + ε]

M c+ε

eλ

图 3.3
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选择一个合适的胞腔 eλ ⊂ H，（利用沿水平线的推移）可以直接说明 M c−ε ∪ eλ 是 M c−ε ∪H
的形变收缩核。最后，通过对函数 F 和区域 F−1[c−ε, c+ε]应用定理 3.1，我们将会看到M c−ε∪H
是 M c+ε 的一个形变收缩核。这就是证明定理 3.2 的思想。
现在把这个证明详细写出来：

证明. 选取点 p 的邻域 U 中局部坐标系 u1, . . . , un，使得恒等式

f = c− (u1)2 − · · · − (uλ)2 + (uλ+1)2 + · · ·+ (un)2

在整个 U 中都成立。因此，临界点 p 具有坐标

u1(p) = · · · = un(p) = 0.

取 ε > 0 足够小，使得

(1) 区域 f−1[c− ε, c+ ε] 是紧致的，并且除了点 p 外不再含有其它临界点。

(2) 在微分同胚嵌入映射
(u1, . . . , un) : U → Rn

下，U 的像包含闭球
{(u1, . . . , un) :

∑
(ui)2 ⩽ 2ε}.

现在定义 eλ 为 U 中的点的集合，满足

(u1)2 + · · ·+ (uλ)2 ⩽ ε 和 uλ+1 = · · · = un = 0.

最终情形的示意图如图 3.4 所示。

(uλ+1, . . . , un)-轴

(u1, . . . , uλ)-轴

f = c f = cf = c+ εf = c+ ε

f = c− εf = c− ε

eλ
p

图 3.4

两根坐标线分别表示 uλ+1 = · · · = un = 0 和 u1 = · · · = uλ = 0；圆表示半径为
√
2ε 的球的边界；

两条双曲线分别表示超曲面 f−1(c− ε) 和 f−1(c+ ε)；区域 M c−ε 用重阴影表示，区域 f−1[c− ε, c]

用大点表示，f−1[c, c+ ε] 则用小点表示；通过点 p 的水平黑线代表胞腔 eλ。
注意，eλ ∩ M c−ε 正好是边界 ėλ，所以 eλ 和 M c−ε 自然粘合为 M c−ε ∪ eλ。我们必须证明

M c−ε ∪ eλ 是 M c+ε 的收缩核。
构造一个新的光滑函数 F :M → R 如下。令 µ : R → R 是一个 C∞ 函数满足条件：

• µ(0) > ε，
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• 对于 r ⩾ 2ε 有 µ(r) = 0，

• 对于一切 r 有 −1 < µ′(r) ⩽ 0，其中 µ′ =
dµ
dr。

现在令 F 在坐标领域 U 之外与 f 一致，而在这个坐标邻域内，则令

F = f − µ[(u1)2 + · · ·+ (uλ)2 + 2(uλ+1)2 + · · ·+ 2(un)2].

容易验证在整个 M 上，F 是一个良定义的光滑函数。
为了方便定义两个函数

ξ, η : U → [0,∞)

为
ξ = (u1)2 + · · ·+ (uλ)2,

η = (uλ+1)2 + · · ·+ (un)2.

则 f = c− ξ + η；使得对于所有 q ∈ U，

F (q) = c− ξ(q) + η(q)− µ(ξ(q) + 2η(q)).

结论 1. 区域 F−1(−∞, c+ ε] 和区域 M c+ε = f−1(−∞, c+ ε] 重合。

证明. 在椭球 ξ + 2η ⩽ 2ε 之外，函数 F 和 f 显然是相同的。在一个椭球之内，我们有

F ⩽ f = c− ξ + η ⩽ c+
1

2
ξ + η ⩽ c+ ε.

证毕。

结论 2. F 和 f 具有同样的临界点。

证明. 注意
∂F

∂ξ
= −1− µ′(ξ + 2η) < 0,

∂F

∂η
= 1− 2µ′(ξ + 2η) ⩾ 1.

由于
dF =

∂F

∂ξ
dξ + ∂F

∂η
dη,

其中，余切向量 dξ 和 dη 只在原点处才同时为零，可见除了原点 p 外，F 在 U 中没有其它临界点。
现在考虑区域 F−1[c− ε, c+ ε]。根据结论 1 以及不等式 F ⩽ f，我们看出

F−1[c− ε, c+ ε] ⊂ f−1[c− ε, c+ ε].

因此，这个区域是紧致的。显然，它除了可能含有点 p 以外不能含有 F 的其它临界点。但是

F (p) = c− µ(0) < c− ε,

因此，F−1[c− ε, c+ ε] 不含 F 的任意临界点。结合定理 3.1，这证明了以下结论。

结论 3. 区域 F−1(−∞, c− ε] 是 M c+ε 的形变收缩核。

为了方便记区域 F−1(−∞, c− ε] 为 M c−ε ∪H；其中，H 记为 F−1(−∞, c− ε]−M c−ε 的闭包。

注. 按照 Smale 的说法，区域 M c−ε ∪H 被描述成 M c−ε 和一条“柄”粘起来。从定理 3.1 可见，有
边流形 M c−ε ∪H 微分同胚于 M c+ε。这个事实在 Smale 的微分流形理论中是很重要的。(见 [13])。
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现在考虑胞腔 eλ，由满足条件

ξ(q) ⩽ ε, η(q) = 0

的所有点 q ∈ U 组成。注意，eλ 含于“柄”H 中。事实上，由于
∂F

∂ξ
< 0，我们有

F (q) ⩽ F (p) < c− ε;

但在 q ∈ eλ 时 f(q) ⩾ c− ε。
现在的情况如图 3.5所示：区域M c−ε用重阴影表示；柄H 用铅直箭头表示；区域 F−1[c−ε, c+ε]

则用点表示。

f
=
F
=
c+

ε

F ⩾ c− ε

图 3.5

结论 4. 区域 M c−ε ∪ eλ 是 M c−ε ∪H 的形变收缩核。

证明. 图 3.5 中的铅直箭头形象地表示出一个形变收缩映射 rt :M
c−ε ∪H →M c−ε ∪H。更确切的

说，在邻域 U 之外，令 rt 是恒等映射；在邻域 U 之内 rt 的定义如下。我们需要分别考虑如图 3.6
所示的三种情形。

情形 3情形 3

情形 2 情形 2

情形 1

图 3.6

情形 1： 在区域 ξ ⩽ ε 之内，令 rt 对应于变换

(u1, . . . , un) 7→ (u1, . . . , uλ, tuλ+1, . . . , tun).

因此，r1 是恒等映射，r0 将整个区域 ξ ⩽ ε 映到 eλ。从不等式 ∂F

∂η
> 0 可见，每个 rt 都把区

域 F−1(−∞, c− ε] 映射到它本身。
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情形 2： 在区域 ε ⩽ ξ ⩽ η + ε 之内，令 rt 对应于变换

(u1, . . . , un) 7→ (u1, . . . , uλ, stu
λ+1, . . . , stu

n)

其中数 st ∈ [0, 1] 定义为

st = t+ (1− t)

(
ξ − ε

η

) 1
2

.

因此，r1 再一次是恒等映射，并且 r0 将整个区域映射到超曲面 f−1(c − ε)。读者应该验证函
数 stu

i 在 ξ → ε，η → 0 时保持连续。注意到这个定义在 ξ = ε 时与情形 1 的定义一致。

情形 3： 在区域 η+ ε ⩽ ξ 内（即：在 M c−ε 内）。令 rt 是恒等映射。当 ξ = η+ ε 时，这个定义与前面
的定义是一致的。

这就证明了 M c−ε ∪ eλ 是 F−1(−∞, c− ε] 的形变收缩核。从而，再结合结论 3，就完成了定理
3.2 的证明。

注 3.3. 更一般地，如果假设：在 f−1(c)中存在 k 个非退化临界点 p1, . . . , pk，指数分别为 λ1, . . . , λk，
那么可以类似地证明：M c+ε 和 M c−ε ∪ eλ1 ∪ · · · ∪ eλk 具有相同的同伦型。

注 3.4. 把定理 3.2 的证明稍加修改，可以证明：M c 也是 M c+ε 的形变收缩核。事实上，M c 是
F−1(−∞, c) 的形变收缩核，而 F−1(−∞, c) 则是 M c+ε 的形变收缩核（见图 3.7）。将这一事实与
定理 3.2 结合，我们很容易看到 M c−ε ∪ eλ 是 M c 的形变收缩核。

图 3.7: M c 用重阴影表示，F−1[c, c+ ε] 用点表示。

定理 3.5. 如果 f 是流形 M 上的可微函数，没有退化临界点，并且每个 Ma 都是紧致集，那么 M

具有一个 CW 复形的同伦型：对于指数为 λ 的每个临界点，这个复形有一个 λ 维胞腔。

（CW 复形的定义见 [14]）。
证明基于下面两个引理，讨论一个拓扑空间和一个胞腔的粘合问题。

引理 3.6 (Whitehead). 令 φ0 和 φ1 是将球面 ėλ 映射到 X 的两个同伦映射，则 X 的恒等映射可
以扩张为一个同伦等价

k : X ∪
φ0

eλ → X ∪
φ1

eλ.
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证明. 用下面的公式来定义同伦等价 k：

k(x) = x, 如果x ∈ X,

k(tu) = 2tu, 如果0 ⩽ t ⩽, u ∈ ėλ,

k(tu) = φ2−2t(u), 如果
1

2
⩽ t ⩽ 1, u ∈ ėλ.

其中，φt 记为 φ0 和 φ1 之间的同伦；而 tu 记为标量 t 和单位向量 u 的乘积。对应的映射

ℓ : X ∪
φ1

eλ → X ∪
φ0

eλ

被定义为类似的公式。现在不难验证 kℓ 和 ℓk 同伦于对应的恒等映射。因此 k 是一个同伦等价。

更多细节读者可以参考 [15] 的引理 5。

引理 3.7. 令 φ : ėλ → X 是一个粘合映射，那么任何同伦等价 f : X → Y 都可扩张为同伦等价

F : X ∪
φ

eλ → Y ∪
f◦φ

eλ.

证明. (按照 P. Hilton 的一篇未发表的文章)。映射 F 用下列条件定义：F |X = f,

F |eλ =恒等映射.

令 g : Y → X 是 f 的同伦逆，映射

G : Y ∪
f◦φ

eλ → Y ∪
g◦f◦φ

eλ

用对应的条件定义： G|Y = g,

G|eλ =恒等映射.

由于 g ◦ f ◦ φ 同伦于 φ，从引理 3.6 可见，存在同伦等价

k : X ∪
g◦f◦φ

eλ → X ∪
φ

eλ.

我们先证明：复合映射
k ◦G ◦ F : X ∪

φ
eλ → X ∪

φ
eλ

同伦于恒等映射。
令 ht 是 g ◦ f 和恒等映射之间的同伦，从 k，G 和 F 的各个定义可见

k ◦G ◦ F (x) = gf(x), 对于x ∈ X

k ◦G ◦ F (tu) = 2tu, 对于0 ⩽ t ⩽ 1

2
, u ∈ ėλ

k ◦G ◦ F (tu) = h2−2tφ(u), 对于
1

2
⩽ t ⩽ 1, u ∈ ėλ.

于是，所要的同伦
qτ : X ∪

φ
eλ → X ∪

φ
eλ
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就用下面的公式来定义：

qτ = hτ (x), 对于x ∈ X

qτ =
2

1 + τ
tu, 对于0 ⩽ t ⩽ 1 + τ

2
, u ∈ ėλ

qτ (tu) = h2−2t+τφ(u), 对于
1 + τ

2
⩽ t ⩽ 1, u ∈ ėλ.

因此，F 有左同伦逆。
根据下面的定理，证明 F 是同伦等价的论证将完全是形式化的。

结论 5. 如果一个映射 F 有一个左同伦逆 L 和一个右同伦逆 R，则 F 是一个同伦等价；并且 R

（或 L）是一个两边同伦逆。

证明. 关系
L ◦ F '恒等映射, F ◦R '恒等映射,

意味着
L ' L(F ◦R) = (L ◦ F )R ' R.

因此
R ◦ F ' L ◦ F '恒等映射,

证明了 R 是一个两边同伦逆。

引理 3.7 的证明现在可以如下完成。关系

k ◦ F ◦G '恒等映射,

说明 F 有一个左同伦逆；并且一个类似的证明说明 G 有一个左同伦逆。

步骤一： 因为 k(G ◦ F ) '恒等映射，而 k 已知具有左同伦逆，可得 (G ◦ F )k '恒等映射。

步骤二： 因为 G(F ◦ k) '恒等映射，而 G 已知具有左同伦逆，可得 (F ◦ k)G '恒等映射。

步骤三： 因为 F (k ◦G) '恒等映射，而 F 以 k ◦G 作为左同伦逆，可得 F 是一个同伦等价。

这完成了引理 3.7 的证明。

证明. (定理 3.5 的证明) 令 c1 < c2 < c3 < · · · 为 f : M → R 的临界值。因为每个 Ma 都是紧致
集，所以序列 {ci} 没有聚点。对于 a < c1，集合 Ma 是空集。假设 a 6= c1, c2, c3, . . .，并且 Ma 具
有一个 CW 复形的同伦型。令 c 是所有 ci > a 的最小者。通过定理 3.1，3.2 和 3.5，当 ε 充分小
时，对于确定的映射 φ1, . . . , φj(c)，M c+ε 具有 M c−ε ∪

φ1

eλ1 ∪ · · · ∪
φj(c)

eλj(c) 的同伦型，并且存在同伦

等价 h :M c−ε →Ma。我们已经假设：存在同伦等价 h′ :Ma → K，其中 K 是一个 CW 复形。
于是每个 h′ ◦ h ◦ φj 通过胞腔逼近之后都同伦于一个映射

ψj : ėλj → K的(λj − 1)−维骨架.

则 K ∪
ψ1

eλ1 ∪ · · · ∪
ψj(c)

eλj(c) 是一个 CW 复形，并且根据引理 3.6 和 3.7，它和 M c+ε 有相同的同伦型。

通过归纳法，任何 Ma 都具有 CW 复形的同伦型。如果 M 是紧致的，则证毕。如果 M 不是
紧致的，但所有临界点均在某个紧致集 Ma 内，那么类似于定理 3.1的证明，可证明 Ma 是 M 的
一个形变收缩核，所以定理依然得证。
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如果存在无穷多个临界点，则上面的构造给我们一个同伦等价的无穷序列

Ma1 ⊂ Ma2 ⊂ Ma3 ⊂ · · ·

K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · ·

其中，每个映射都是前一个的扩张。令 K 表示直极限拓扑（即：可能的最细相容拓扑）中 Ki 的并，
并且令 g :M → K 是极限映射。则 g 诱导所有维数的同伦群的同构。我们只需应用 [14] 的定理 1，
就可以断定 g 是一个同伦等价。（Whitehead 的这个定理表述为：如果 M 和 K 都由 CW 复形所主
导，则任意映射 M → K，只要它诱导出各维数同伦群的同构，就必然是一个同伦等价。K 当然由
它本身主导。要证明 M 也是由 CW 复形所控制，只需把 M 看作某个 Euclid 空间中管状邻域的收
缩核即可）。定理 3.5 证毕。

注. 我们也证明了：每个 Ma 都具有有限 CW 复形的同伦型：对于 Ma 中每个指数为 λ 的临界点，
这个复形有一个 λ 维胞腔。这个事实既是当 a 是一个临界值时也为真（见注 3.4）。

§ 4. 例子

作为 § 3 的定理的一个应用，我们证明：

定理 4.1 (Reeb). 若 M 是一个紧致流形，f 是 M 上一个可微函数，只有两个临界点，均非退化，
则 M 同胚于球面。

证明. 这个定理是从定理 3.1以及 Morse引理（引理 2.2）得到的。两个临界点必为极小点与极大点。
比如说，f(p) = 0是极小值，f(q) = 1是极大值。若 ε充分小，则由引理 2.2知，集合M ε = f−1[0, ε]

和 f−1[1− ε, 1] 都是闭的 n 维胞腔。但通过定理 3.1，M ε 同胚于 M1−ε。因此，M 是两个闭 n 维
胞腔 M1−ε 和 f−1[1− ε, 1] 沿着它们的公共边缘拼起来的并。现在很容易构造出 M 和 Sn 之间的同
胚映射。

注. 即使这两个临界点退化，定理仍然为真。但是，证明更困难一些。（见 [16] 中定理 1；或者 [17]
的引理 1）。

注. 就 Sn 通常的微分结构而言，M 不必微分同胚于 Sn。（见 [18]。在这篇文章中，通过在其上找
到一个具有两个非退化临界点的函数，证明了一个带有非标准光滑结构的 7 维球面在拓扑上同胚于
S7。）

作为前面诸定理的另一个应用，我们注意到：如果一个 n 维流形上存在一个只有三个临界点的
非退化函数，那么（通过 Poincaré对偶）这些临界点的指标分别为 0，n和

n

2
，并且该流形同伦等价

于在一个
n

2
维球面再粘上一个 n 维胞腔。见 [19]。这种函数例如在实的或复的投影平面上就存在。
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令 CPn 是复投影 n 维空间。我们将 CPn 视为复数 (n + 1) 元组 (z0, . . . , zn) 组成的等价类的
集合满足

∑
|zj |2 = 1。(z0, . . . , zn) 的等价类记为 (z0 : z1 : · · · : zn)。

在 CPn 上定义一个实值函数 f：

f(z0 : z1 : · · · : zn) =
∑

cj |zj |2,

其中，c0, c1, . . . , cn 是各不相同的实常数。
为了确定 f 的临界点，考虑下面的局部坐标系。令 U0 是 (z0 : z1 : · · · : zn) 组成的集合满足

z0 6= 0，并令
|z0|

zj
z0

= xj + iyj .

则
x1, y1, . . . , xn, yn : U0 → R

是所要的坐标函数，把 U0 微分同胚地映射到 R2n 中的开单位球。显然，

|zj |2 = x2j + y2j , |z0|2 = 1−
∑

(x2j + y2j ),

所以在整个坐标邻域 U0 中处处有

f = c0 +
n∑
j=1

(cj − c0)(x
2
j + y2j ).

因此 f 在 U0 中只有一个临界点，位于这个坐标系的中心点

p0 = (1 : 0 : 0 : · · · : 0).

在这一点 f 是非退化的，其指数等于满足 cj < c0 的 j 的数的二倍。
类似地，我们可以考虑另一个坐标系，其中心点分别为

p1 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0), . . . , pn = (0 : 0 : · · · : 0 : 1).

由此可得，p0, p1, . . . , pn 是 f 仅有的临界点；f 在 pk 处的指标等于满足 cj < ck 的 j 的数的二倍。
因此，在 0 到 2n 之间的每个可能的偶数都恰好是一个临界点的指标。通过定理 3.5：

CPn 等价于形如
e0 ∪ e2 ∪ e4 ∪ · · · ∪ e2n

的 CW 复形。
从而，CPn 的整数同调群是

Hi(CPn;Z) =

Z, i = 0, 2, 4, . . . , 2n,

0, 其它情形.

§ 5. Morse 不等式

Morse 原本处理这个主题的时候，定理 3.5 不可用。M 的拓扑与 M 上一个实值函数的临界点
之间的关系则是用一组不等式来描述的。本节将描述这一原始观点。

定义. 令 S 是一个从某些空间的确定偶到整数的函数。S 是次可加的（subadditive），如果当 X ⊃
Y ⊃ Z 我们有 S(X,Z) ⩽ S(X,Y ) + S(Y, Z)。如果等号成立，S 被称为可加的（additive）。
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作为一个例子，把任何一个域 F 作为系数群，令

Rλ(X,Y ) = (X,Y )的第λ个 Betti 数

= Hλ(X,Y ;F)在F上的秩,

其中，(X,Y ) 是使得这个秩是有限的任意空间偶。Rλ 是次可加的，这可通过考察 (X,Y, Z) 的正合
序列的下面部分轻易验证：

· · · → Hλ(Y, Z) → Hλ(X,Z) → Hλ(X,Y ) → · · ·

Euler 示性数 χ(X,Y ) 是可加的，其中 χ(X,Y ) =
∑

(−1)λRλ(X,Y )。

引理 5.1. 令 S 是次可加的，X0 ⊂ · · · ⊂ Xn。则 S(Xn, X0) ⩽
n∑
i=1

S(Xi, Xi−1)。如果 S 是可加的，

则等号成立。

证明. 对 n 用归纳法。n = 1 时等号显然成立，n = 2 的情况为（次）可加性的定义。

如果结论对 n−1为真，则 S(Xn−1, X0) ⩽
n−1∑
i=1

S(Xi, Xi−1)。因此，S(Xn, X0) ⩽ S(Xn−1, X0)+

S(Xn, Xn−1) ⩽
n∑
i=1

S(Xi, Xi−1) 并且结论对 n 成立。

令 S(X,∅) = S(X)。在引理 5.1 中取 X0 = ∅，我们有

S(Xn) ⩽
n∑
i=1

S(Xi, Xi−1) (1)

如果 S 是可加的，则等号成立。
令M 是一个紧致流形而 f 是M 上一个具有孤立、非退化、临界点的可微函数。令 a1 < · · · < ak，

使得 Mai 恰好含有 i 个临界点，而 Mak =M。于是

H∗(M
ai ,Mai−1) = H∗(M

ai−1 ∪ eλi ,Mai−1)

= H∗(eλi , ėλi) (据截除定理)

=

系数群, 维数为λi时,0, 其它情形.

其中，λi 是临界点的指标。
对于 ∅ =Ma0 ⊂ · · · ⊂Mak =M 和 S = Rλ 应用方程 (1)，我们有

Rλ(M) ⩽
n∑
i=1

Rλ(M
ai ,Mai−1) = Cλ;

其中，Cλ 表示指标为 λ 的临界点的个数。把这个公式应用于 S = χ 的情况，我们有

χ(M) =
k∑
i=1

χ(Mai ,Mai−1) = C0 − C1 + C2 − · · · ± Cn.

这样，我们就证明了

定理 5.2 (弱 Morse 不等式). 如果 Cλ 表示紧致流形 M 上指标为 λ 的临界点的个数，则

Rλ(M) ⩽ Cλ, (2)∑
(−1)λRλ(M) =

∑
(−1)λCλ. (3)
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稍强一些不等式可以由下面的讨论得证。

引理 5.3. 函数 Sλ 是次可加的，其中

Sλ(X,Y ) = Rλ(X,Y )−Rλ−1(X,Y ) +Rλ−2(X,Y )− · · · ±R0(X,Y ).

证明. 给定向量空间的一个正合序列
h−−→ A

i−−→ B
j−−→ C

k−−→ · · · −→ D −→ 0.

注意到同态映射 h 的秩加上 i 的秩等于 A 的秩，因此，

rankh = rankA− rank i

= rankA− rankB + rank j

= rankA− rankB + rankC − rank k

· · ·

= rankA− rankB + rankC − · · · ± rankD.

因此，最后一个表达式是 ⩾ 0。现在考虑一个三元组 X ⊃ Y ⊃ Z 的同调正合序列。将这个计算应
用到同态映射

Hλ+1(X,Y )
∂−−→ Hλ(Y, Z),

我们看到

rank ∂ = Rλ(Y, Z)−Rλ(X,Z) +Rλ(X,Y )−Rλ−1(Y, Z) + · · · ⩾ 0.

合并同类项，即得
Sλ(Y, Z)− Sλ(X,Z) + Sλ(X,Y ) ⩾ 0.

证毕。

将 Sλ 这个次可加函数应用到空间

∅ ⊂Ma1 ⊂Ma2 ⊂ · · · ⊂Mak ,

我们得到 Morse 不等式（Morse inequalities）：

Sλ(M) ⩽
k∑
i=1

Sλ(M
ai ,Mai−1) = cλ − cλ−1 + · · · ± c0,

或者
Rλ(M)−Rλ−1(M) + · · · ±R0(M) ⩽ cλ − cλ−1 + · · · ± c0. (4λ)

这些不等式的确比前面的不等式强一些。事实上，将 (4λ) 和 (4λ−1) 相加，得到 (2λ)；当 λ > n 时，
比较 (4λ) 和 (4λ−1)，则得到等式 (3)。
为了说明 Morse 不等式的用处，让我们假设 cλ+1 = 0，于是 Rλ+1 也必须是零。比较不等式

(4λ) 和 (4λ+1)，我们看出

Rλ −Rλ−1 + · · · ±R0 = cλ−2 − cλ−3 + · · · ± c0.

现在假设 cλ−1 也是零，于是 Rλ−1 = 0。同理可证

Rλ−2 −Rλ−3 + · · · ±R0 = cλ−2 − cλ−3 + · · · ± c0.

前面的等式减去这个等式，我们得到下面的推论：
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推论 5.4. 如果 cλ+1 = cλ−1 = 0，则 Rλ = cλ，且 Rλ+1 = Rλ−1 = 0。

（当然，这个结果也可以从定理 3.5 得到）。注意，这个推论使我们能够求得复投影空间的同调
群（见 § 4）而无须用定理 3.5。

§ 6. Euclid 空间中的流形

尽管我们迄今所考虑的只是流形上没有退化临界点的函数，可是我们却还不曾证明：这种函数
总是存在。在这一节中，我们将在嵌入 Rn 的任意流形上构造许多没有退化临界点的函数。事实上，
如果对于固定的 p ∈ Rn 定义函数 Lp :M → R 为 Lp(q) = ‖p− q‖2，那么，对于几乎一切 p，函数
Lp 只有非退化临界点。
令 M ⊂ Rn 是一个流形，其维数 k < n，微分嵌入 Rn。令 N ⊂M × Rn 定义为

N = {(q, v) : q ∈M, v在q处垂直于M}.

不难证明：N 是一个 n 维流形，微分嵌入 R2n。（N 为 M 的法向量丛的全空间）。
令 E : N → Rn 是 E(q, v) = q + v（E 为“终点映射”）。

q

v

E(q, v)

定义. e ∈ Rn 称为 (M, q) 的焦点（focal point），具有重数（multiplicity） µ，如果 e = q+ v，其
中 (q, v) ∈ N，E 在 (q, v) 处的 Jacobi 矩阵具有零化数 µ > 0。点 e 称为 M 的焦点，如果对于某
个 q ∈M，e 是 (M, q) 的焦点（focal point）。

直观来说，M 的焦点是 Rn 中一个点，使得邻近的发现在该处相交。
我们将用到下面这个定理，而不证明。

定理 6.1 (Sard). 如果 M1 和 M2 是两个有可数基、维数相同的微分流形，并且 f : M1 → M2 是
C1 映射，那么临界点集的像在 M2 中具有测度 0。

f 的临界点是使得 f 的 Jacobi 矩阵为奇异矩阵的点。定理 6.1 的证明见 [20]。

推论 6.2. 对于几乎所有 x ∈ Rn，点 x 不是 M 的焦点。

证明. 我们刚才已经看到 N 是一个 n 维流形。点 x 是焦点，当且仅当 x 属于 E : N → Rn 的临界
点集的像。因此焦点集具有测度 0。

为了更好地理解焦点这个概念，比较方便的是引入 Euclid 空间中流形的“第二基本形式”。我
们不尝试给出一个不变的定义，但是将使用固定局域坐标系。
令 u1, . . . , uk 是流形 M ⊂ Rn 上一个区域的坐标。则从 M 到 Rn 的包含映射确定 n 个光滑函

数
x1(u

1, . . . , uk), . . . , xn(u
1, . . . , uk).



第一章 流形上的非退化光滑函数 21

这些函数将简记为 x⃗(u1, . . . , uk)，其中 x⃗ = (x1, . . . , xn)。为一致起见，点 q ∈M ⊂ Rn 现在也记为
q⃗。
与坐标系相关的第一基本形式（the first fundamental form）定义为实值函数组成的对称矩

阵

(gij) =

(
∂x⃗

∂ui
· ∂x⃗
∂uj

)
.

另一方面，第二基本形式（the first fundamental form）是向量值函数组成的对称矩阵 (ℓ⃗ij)。

这个矩阵定义如下：向量
∂2x⃗

∂ui∂uj
在 M 的某一点处可以表述为 M 的一个切向量和 M 的一个

法向量之和。定义 ℓ⃗ij 为
∂x⃗

∂ui∂uj
的法向分量。给定 v⃗ 是 M 在 q⃗ 处的一个任意单位向量，矩阵(

v⃗ · ∂2x⃗

∂ui∂uj

)
= (v⃗ · ℓ⃗ij)

可以称为“M 在 q⃗ 处沿方向 v⃗ 的第二基本形式”。
为简化讨论，假设所选的坐标系使得 (gij) 在 q⃗ 的值是单位矩阵。则矩阵 (v⃗ · ℓ⃗ij) 的特征值

K1, . . . ,Kk 称为M 在 q⃗处沿法方向 v⃗的主曲率（principal curvature）。它们的倒数K−1
1 , . . . ,K−1

k

称为主曲率半径（principal radii of curvature）。当然，可能遇到 (v⃗ · ℓ⃗ij) 是奇异矩阵的情况。在
这种情况下，各个 Ki 中将有一个或更多个为零，因而对应的曲率半径 K−1

i 不确定。
现在考虑由所有的 q⃗ + tv⃗ 组成的法线 ℓ，其中 v⃗ 是一个固定的单位向量，在 q⃗ 处与 M 正交。

引理 6.3. (M, q⃗) 沿 ℓ 的焦点正好是 q⃗ +K−1
i v⃗ 这些点，其中 1 ⩽ i ⩽ k，Ki 6= 0。因此，(M, q⃗) 沿

着 ℓ 最多有 k 个焦点，每个焦点都是按其重数计算的。

证明. 选取流形上 n − k 个向量场 w⃗1(u
1, . . . , uk), . . . , w⃗n−k(u

1, . . . , uk) 使得 w⃗1, . . . w⃗n−k 是单位向
量，彼此正交，且均与 M 正交。我们可以在流形 N ⊂M ×Rn 上引入坐标 (u1, . . . , uk, t1, . . . , tn−k)

如下：令 (u1, . . . , uk, t1, . . . , tn−k) 对应于点

(x⃗(u1, . . . , uk),
n−k∑
α=1

tαw⃗α(u
1, . . . , uk)) ∈ N.

则函数
E : N → Rn

产生对应关系

(u1, . . . , uk, t1, . . . , tn−k)
e⃗7−−→ x⃗(u1, . . . , uk) +

n−k∑
α=1

tαw⃗α(u
1, . . . , uk),

具有下面的偏导数
∂e⃗

∂ui
=

∂x⃗

∂ui
+
∑
α

tα
∂w⃗α
∂ui

,

∂e⃗

∂tβ
= w⃗β.

对这些 n个向量与线性无关的向量
∂x⃗

∂u1
, . . . ,

∂x⃗

∂uk
, w⃗1, . . . , w⃗n−k 逐一取内积得到一个 n×n矩阵，这

个矩阵的秩等于 E 在对应点处的 Jacobi 矩阵的秩。
这个 n× n 矩阵显然有下面的形式

(
∂x⃗

∂ui
· ∂x⃗
∂uj

+
∑
α

tα
∂w⃗α
∂ui

· ∂x⃗
∂uj

) (∑
α

tα
∂w⃗α
∂ui

· w⃗β
)

0 单位矩阵

 .
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因此，它的秩等于左上角的分块矩阵的秩再加上 n− k。利用恒等式

0 =
∂

∂ui

(
w⃗α · ∂x⃗

∂uj

)
=
∂w⃗α
∂ui

· ∂x⃗
∂uj

+ w⃗α · ∂2x⃗

∂ui∂uj
,

我们看到左上角分块矩阵正好就是矩阵(
gij −

∑
α

tαw⃗α · ℓ⃗ij

)
.

因此：

结论 6.4. q⃗ + tv⃗ 是 (M, q⃗) 的重数为 µ 的焦点，当且仅当矩阵(
gij − tv⃗ · ℓ⃗ij

)
(∗)

是零化数为 µ 的奇异矩阵。

现在假设 (gij) 是单位矩阵，则 (∗) 是奇异的当且仅当 1

t
是矩阵

(
v⃗ · ℓ⃗ij

)
的一个特征值。此外，

重数 µ 等于
1

t
作为特征值的重数，引理 6.3 证毕。

现在对于固定的 p⃗ ∈ Rn，让我们来研究函数

Lp⃗ = f :M → R,

其中
f(x⃗(u1, . . . , uk)) = ‖x⃗(u1, . . . , uk)− p⃗‖2

= x⃗ · x⃗− 2x⃗ · p⃗+ p⃗ · x⃗.

我们有
∂f

∂ui
= 2

∂x⃗

∂ui
· (x⃗− p⃗).

因此，f 在 q⃗ 处有一个临界点当且仅当 q⃗ − p⃗ 是 M 在 q⃗ 处的法向量。
在临界点处的二阶偏导数是

∂2f

∂ui∂uj
= 2

(
∂x⃗

∂ui
· ∂x⃗
∂uj

+
∂2x⃗

∂ui∂uj
· (x⃗− p⃗)

)
.

如引理 6.3 所证明，令 p⃗ = x⃗+ tv⃗，这变成

∂2f

∂ui∂uj
= 2

(
gij − tv⃗ · ℓ⃗ij

)
.

因此：

引理 6.5. 点 q⃗ ∈M 是 f = Lp⃗ 的退化临界点当且仅当 p⃗ 是 (M, q⃗) 的焦点。q⃗ 作为临界点的零化数
等于 p⃗ 作为焦点的重数。

把这个结果同 Sard 定理的推论 6.2 结合起来，我们立即得到

定理 6.6. 对于几乎所有 p ∈ Rn（即除了一个测度为零的集合外），函数

Lp :M → R

没有退化临界点。

这个定理还有几个有趣的推论。
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推论 6.7. 在任意流形 M 上都存在没有退化临界点的可微函数，使得每个 Ma 都是紧致的。

证明. 根据定理 6.6 以及 n 维流形 M 可以微分嵌入 R2n+1 作为一个闭子集的事实（见 [21]，113
页）得证。

应用 1. 微分流形具有 CW 复形的同伦型。这是从上述推论以及定理 3.5 推出的。

应用 2. 在紧致流形 M 上存在向量场 X，使得 X 的临界点的指标之和等于 M 的 Euler 示性数
χ(M)。证明如下：对于 M 上任意可微函数 f，我们有 χ(M) =

∑
(−1)λcλ，其中 cλ 是指标为 λ 的

临界点的个数，但是，在 f 的指标为 λ 的一点处，向量场 grad f 的指标是 (−1)λ。

由此可见，M 上任意向量场的指标之和都等于 χ(M)，因为这个和数是一个拓扑不变量（见 [22]，
§ 39.7）。
上面的推论可以加强如下。令 k ⩾ 0 是一个整数，K ⊂M 是紧致集。

推论 6.8. 任意有界光滑函数 f :M → R 均可用无退化临界点的光滑函数 g 来均匀逼近。此外，可
以选择函数 g，使得对于 i ⩽ k 时，g 的 i 阶导数在紧致集 K 上也均匀逼近 f 的对应导数。（见
[23]）。

证明. 选择一个嵌入映射 h : M → Rn，把 M 嵌入某个 Euclid 空间作为有界子集，使得第一个坐
标 h1 正好是已知函数 f。令 c 是一个充分大的数。在点 (−c, 0, . . . , 0) ∈ Rn 的附近选取一点

p = (−c+ ε1, ε2, . . . , εn),

使得函数 Lp :M → R 非退化。令

g(x) =
Lp⃗(x)− c2

2c
,

g 显然是非退化的。通过简单的计算，我们有

g(x) = f(x) +
n∑
i=1

hi(x)
2

2c
−

n∑
i=1

εihi(x)

c
+

n∑
i=1

ε2i
2c

− ε1.

显然，如果 c 充分大且 εi 充分小，则 g 将如要求逼近 f。

上面的理论也可以用来描述函数
Lp :M → R

在一个临界点处的指标。

引理 6.9 (Lp 的指标定理). Lp 在一个非退化临界点 q ∈M 处的指标等于 (M, q) 在从 q 到 p 的线
段上的焦点数，每个焦点都是按其重数计算的。

第三章中有一个类似的命题（Morse 指标定理）是非常重要的。

证明. 矩阵 (
∂2Lp
∂ui∂uj

)
= 2(gij − tv⃗ · ℓ⃗ij)

的指标等于负特征值的个数。假设 (gij) 是单位矩阵，这个指标就等于 (v⃗ · ℓ⃗ij) 的特征值中 ⩾ 1

t
的

个数。把这个论述与引理 6.3 比较就得到所要的结论。
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§ 7. 超平面截面上的 Lefschetz 定理

作为已经建立的那些理论的应用，我们来证明某些有关代数簇的拓扑结构的结果，这些结果本
来是 Lefschetz 利用完全不同的论证证明的，我们现在的讲法属于 Andreotti 和 Frankel3。

定理 7.1. 如果 M ⊂ Cn 是 n 维复空间的非奇异仿射代数簇，它的实维数为 2k，则在 i > k 时，
Hi(M ;Z) = 0。

这是下述更强的定理的推论。

定理 7.2. 令 M 是一个复解析流形，其复维数为 k，双解析嵌入 Cn 作为闭子集，则 M 具有 k 维
CW 复形的同伦型。

证明分为以下几步：首先考虑 k 个复变量的二次型

Q(z1, . . . , zk) =
∑

bhjz
hzj .

如果我们用 xh + iyh 来代替 zh，然后取 Q 的实部，我们就得到具有 2k 个是变量的一个实二次型：

Q′(x1, . . . , xk, y1, . . . , yk) =
∑

bhj(x
h + iyh)(xj + iyj)的实部.

结论 1. 如果 e 是 Q′ 的 µ 重特征值，则 −e 也是一个特征值，并且具有同样的重数 µ。

证明. 恒等式 Q(iz1, . . . , izk) = −Q(z1, . . . , zk)表明：二次型 Q′ 可以通过变量的正交变换变成 −Q′。
由此显然得到结论 1。

现在考虑一个复流形 M，双解析嵌入 Cn 作为闭子集。令 q 是 M 的一点。

结论 2. (M, q) 沿任意法线 ℓ 的焦点成对出现，对称地分布在 q 的两侧。

另一方面，如果 q + tv 是焦点，则 q − tv 也是焦点，并且具有同样的重数。

证明. 在 q 的一个邻域内取 M 的复坐标 z1, . . . , zk，使得 z1(q) = · · · = zk(q) = 0。包含映射
M → Cn 确定 n 个复解析函数

wα = wα(z
1, . . . , zk), α = 1, . . . , n.

令 v 是固定单位向量，在 q 处与 M 正交。考虑 w 和 v 的 Hermite 内积∑
wαvα =

∑
wα(z

1, . . . , zk)vα,

它可以展开为复幂级数：∑
wα(z

1, . . . , zk)vα =常数+Q(z1, . . . , zk) +高阶项,

其中，Q 表示一个二次齐次函数（因为 v 与 M 正交，所以不出现线性项）。
现在用 xh + iyh 来代替 zh 以得到 M 的一个实坐标系并考虑实内积

w · v =
∑

wαvα的实部

它具有实幂级数展开：

w · v =常数+Q′(x1, . . . , xk, y1, . . . , yk) +高次项,
3见 [24] 和 [25]。
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其中，二次型 Q′ 显然确定 M 在 q 处沿法方向 v 的第二基本形式。按照结论 1，Q′ 的特征值是正
负成对出现的，所以 (M, q) 沿通过 q 和 q + v 的直线的焦点也是对称地成对出现，这就证明了结论
2。

我们现在准备好证明定理 7.2。

证明. (定理 7.2 的证明) 选取点 p ∈ Cn 使得距离平方函数

Lp :M → R

没有退化临界点。因为 M 是 Cn 的闭子集，显然可见，每个集合

Ma = L−1
p [0, a]

是紧致的。现在考虑 Lq 在临界点 q 处的指标，按照引理 6.9，这个指标等于 (M, q) 在从 p 到 q 的
线段上的焦点个数。但是，沿着通过 p 和 q 的整个直线上至多有 2k 个焦点，对称地分布在 q 的两
侧，因而至多只有 k 个焦点位于 p 和 q 之间。
于是，Lp 在 q 处的指标 ⩽ k，可见 M 和一个维数 ⩽ k 的 CW 复形有相同的同伦型，定理 7.2

证毕。

推论 7.3 (Lefschetz). 令 V 是复投影空间 CPn 中的一个代数簇，其复维数是 k。P 是 CPn 中的
一张超平面，含有 V 的奇点（如果存在的话）。因此，包含映射

V ∩ P → V

诱导维数小于 k − 1 的各同调群的同构。此外，诱导同态

Hk−1(V ∩ P ;Z) → Hk−1(V ;Z)

是满射。

证明. 利用空间偶 (V, V ∩ P ) 的正合序列，显然只须证明：r ⩽ k − 1 时，Hr(V, V ∩ P ;Z) = 0。但
Lefschetz 对偶定理断言

Hr(V, V ∩;Z) ∼= H2k−r(V \ (V ∩ P );Z).

但 V − (V ∩ P ) 是仿射空间 CPn − P 中的非奇异代数簇，因此从定理 7.2 得到对于 r ⩽ k − 1，上
式右端的群是零群。

这个结果可以加强如下：

定理 7.4 (Lefschetz). 在上面推论的假设下，当 r < k 时，对应的同伦群 πr(V, V ∩ P ) 是零。

证明. 这个证明将基于下述事实：存在 V ∩ P 的一个邻域 U，可以在 V 中形变到 V ∩ P。这个事
实，例如，可以用代数簇可剖分定理来证明。
代替函数 Lp : V \ (V ∩ P ) → R，我们将用 f : V → R，定义为

f(x) =


0, 对于x ∈ V ∩ P,
1

Lp
, 对于x /∈ P.

因为 Lp 的临界点的指标 ⩽ k，可见 f 的临界点的指标 ⩾ 2k− k = k。函数 f 在 ε ⩽ f <∞ 时
没有退化临界点，所以 V 的同伦型与 V ε = f−1[0, ε] 粘上有限多个维数 ⩾ k 的胞腔后的同伦型相
同。
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选取 ε 充分小，使得 V ε ⊂ U。令 Ir 表示 r 维单位方体。则因为 r < k，每个把 (Ir, İr) 映射
到 (V, V ∩ P ) 的映射都可以形变为一个映射

(Ir, İr) → (V ε, V ∩ P ) ⊂ (U, V ∩ P ),

因此，可以形变为映入 (V ∩ P ) 的映像，证毕。



第二章 Riemann 几何速成课程

§ 8. 协变微分

第二章的目的是快速概述 Riemann 几何中的一些基本概念，这些概念将在后续内容中需要用
到。至于详细情况，读者可以参考下列书籍：[11]，[26]，[27] 或 [28]。
令 M 是一个光滑流形。

定义. 在点 p ∈ M 处的仿射联络（affine connection）是一个函数：对于每个切向量 Xp ∈ TMp

和每个向量场 Y，相应地给出一个新向量

Xp ` Y ∈ TMp,

称为 Y 沿方向 Xp 的协变导数（convariant derivative）1。仿射联络作为 Xp 和 Y 的函数，我
们要求它是双线性的。此外，如果

f :M → R

是一个实值函数，fY 表示向量场
(fY )q = f(q)Yq,

那么我们还要求 ` 满足下面的恒等式：

Xp ` (fY ) = (Xpf)Yp + f(p)Xp ` Y.

（照例，Xpf 表示 f 沿 Xp 方向的方向导数）。

M 上的整体性仿射联络（或简称联络）是一个函数：对于每个 p ∈M，相应地给出 M 在 p 处
的一个仿射联络 `p，满足下列光滑条件：

(1) 若 X 和 Y 是 M 上两个光滑向量场，则由恒等式

(X ` Y )p = Xp `p Y

所定义的向量场 X ` Y 也必须是光滑的。

注意，自然还有

(2) X ` Y 作为 X 和 Y 的函数是双线性的，

(3) (fX) ` Y = f(X ` Y )，

(4) X ` (fY ) = (Xf)Y + f(X ` Y ).
1这里的 X ⊢ Y 与 Nomizu 的记号 ∇XY 是一致的，我们的记号是想要暗示微分算子 X 作用于向量场 Y。

27
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条件 (1)，(2)，(3)，(4) 也可以作为联络的定义。
借助于坐标邻域 U ⊂ M 上定义的局域坐标 u1, . . . , un，联络 ` 由 U 上的 n3 个光滑实值函数

Γkij 确定如下：令 ∂k 表示 U 上的向量场
∂

∂uk
，于是 U 上任何向量场 X 可以唯一表示为

X =
n∑
k=1

xk∂k,

其中，xk 是 U 上的实值函数。特别是向量场 ∂i ` ∂j 可以表述为

∂i ` ∂j =
∑
k

Γkij∂k.(5)

Γkij 这些函数完全确定 U 上的联络。事实上，给定向量场 X =
∑
xi∂i 和 Y =

∑
yj∂j，我们可以根

据规则 (2)，(3)，(4) 来展开 X ` Y，得到公式

X ` Y =
∑
k

(∑
i

xiyk,i

)
∂k,(6)

其中，符号 yk,i 表示实值函数
yk,i = ∂iy

k +
∑
j

Γkijy
j .

反之，给定 U 上的任意光滑实值函数 Γkij，我们可以用公式 (6) 来定义 X ` Y，结果显然满足条件
(1)，(2)，(3)，(4)，(5)。
我们可以用联络 ` 来定义一个向量场沿 M 上一条曲线的协变导数。先给出一些定义。
M 上的参数曲线（parametrized curve）是一个从实数到 M 的光滑函数 c。沿曲线 c 的向

量场 V（vector field V along the curve c）是一个函数：对于每个 t ∈ R 对应给出一个切向量

Vt ∈ TMc(t).

我们要求这个函数是光滑的，光滑的意思是：对于 M 上任意光滑函数 f，对应关系

t→ Vtf

应该定义 R 上一个光滑函数。
作为一个例子，曲线 c 的速度（velocity）向量场 dc

dt 就是沿 c 的一个向量场，由下面的规则
定义:

dc
dt = c∗

d
dt ,

其中
d
dt 表示实数直线上的标准向量场，而

c∗ : TRt → TMc(t)

表示映射 c 诱导的切空间的同态。（见图 8.1）。

c(t)dc(t)
dt

图 8.1
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现在假设 M 上已经提供了仿射联络，则沿着 c 的任意向量场 V 确定一个新的沿着 c 的向量场
DV
dt ，称为 V 的协变导数。运算

V → DV
dt

是由下面三个公理来刻画的：

(a) D(V +W )

dt =
DV
dt +

DW
dt ,

(b) 若 f 是 R 上的光滑实值函数，则

D(fV )

dt =
df
dt V + f

DV
dt ,

(c) 如果 V 由 M 上的向量场 Y 诱导出，即是对每个 t 有 Vt = Yc(t)，则
DV
dt 等于

dc
dt ` Y（= Y

沿 c 的速度向量方向的协变导数）。

引理 8.1. 有且仅有一个运算 V → DV
dt 满足这三个条件。

证明. 选取 M 的一个局部坐标系，令 u1(t), . . . , un(t) 表示点 c(t) 的坐标，则向量场 V 可以唯一地
表示为形式

V =
∑

vj∂j

其中，v1, . . . , vn 是 R（或者 R 的一个合适的开子集）上的实值函数，∂1, . . . , ∂n 是坐标邻域上的标
准向量场。从 (a)，(b) 和 (c) 得

DV
dt =

∑
j

(
dvj
dt ∂j + vj

dc
dt

)

=
∑
k

(
dvk
dt +

∑
i,j

dui
dt Γ

k
ijv

j

)
∂k.

反之，用这个公式来定义
DV
dt ，不难验证，条件 (a)，(b) 和 (c) 都满足。

沿 c 的一个向量场 V 称为平行向量场（parallel vector field），如果协变导数 DV
dt 恒为零。

引理 8.2. 给定一条曲线 c 和在点 c(0) 的一个切向量 V0，存在唯一扩张 V0 为一个沿 c 的平行向量
场 V。

证明. 微分方程
dvk
dt +

∑
i,j

dui
dt Γ

k
ijv

j = 0

的解 vk(t) 由原始值 vk(0) 唯一确定。由于这些方程是线性的，所以它的解可以对 t 的所有有关的
值有定义。（见 [12]，第 152 页）。

向量 Vt 称为由 V0 沿 c 平移而得。
现在假设 M 是一个 Riemann 流形。两个向量 Xp，Yp 的内积记为 〈Xp, Yp〉。

定义. 如果平移保持内积不变，M 上的一个联络 ` 称为与 M 的 Riemann 度规相容（compatible）。
另一方面，对于任意参数曲线 c 和任意一对沿 c 的平行向量场 P 和 P ′，内积 〈P, P ′〉 应该是常数。

引理 8.3. 假设联络和度规相容，V，W 是任意两个沿 c 的向量场，则

d
dt〈V,W 〉 =

〈
DV
dt ,W

〉
+

〈
V,

DW
dt

〉
.
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证明. 选取沿 c 的平行向量场 P1, . . . , Pn，在 c 的一点处两两正交，因此在 c 的每一点处都两两正
交。则给定的向量场 V 和 W 分别被表述为

∑
viPi 和

∑
wjPj（其中 vi = 〈V, Pi〉 是 R 上的实值函

数）。由此可得 〈V,W 〉 =
∑
viwi 和

DV
dt =

∑ dvi
dt Pi,

DW
dt =

∑ dwj
dt Pj .

因此 〈
DV
dt ,W

〉
+

〈
V,

DW
dt

〉
=
∑(

dvi
dt wi + vi

dwi
dt

)
=

d
dt〈V,W 〉,

证毕。

推论 8.4. 对于任意 M 上的向量场 Y，Y ′ 和任意向量 Xp ∈ TMp：

Xp〈Y, Y ′〉 = 〈Xp ` Y, Y ′
p〉+ 〈Yp, Xp ` Y ′〉.

证明. 选取曲线 c，使得它在 t = 0 处的速度向量是 Xp，再应用引理 8.3 即可。

定义 8.5. 一个联络 ` 被称为是对称的（symmetric），如果它满足恒等式2

(X ` Y )− (Y ` X) = [X,Y ].

（像往常一样，[X,Y ] 记为两个向量场的 Poisson 括号 [X,Y ]f = X(Y f)− Y (Xf)）。把这个恒等式
应用于 X = ∂i，Y = ∂j 的情况，因为 [∂i, ∂j ] = 0，我们得到关系

Γkij − Γkji = 0.

反之，如果 Γkij = Γkji，则使用公式 (6)，不难验证：联络 ` 在整个坐标邻域中是对称的。

引理 8.6 (Riemann 几何基本引理). 一个 Riemann 流形有且仅有一个对称联络和它的度规相容。

（见 [11]，第 76 页和 [28]，第 95 页）。
唯一性证明：应用推论 8.4 于向量场 ∂i，∂j，∂k，并令 〈∂j , ∂k〉 = gjk，我们得到恒等式

∂igjk = 〈∂i ` ∂j , ∂k〉+ 〈∂j , ∂i ` ∂k〉.

交换 i，j 和 k 的次序，就给出关于下面这三个量

〈∂i ` ∂j , ∂k〉, 〈∂i ` ∂k, ∂j〉和〈∂k ` ∂j , ∂i〉

的三个线性方程（因为 ∂i ` ∂j = ∂j ` ∂i，所以上面那种量只有三个）。这些方程可以被唯一地解出，
产生第一 Christoffel 恒等式（first Christoffel identity）

〈∂i ` ∂j , ∂k〉 =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)

这个恒等式的左端等于
∑
ℓ

Γℓijgℓk。用矩阵 (gℓk) 的逆矩阵 (gkℓ) 相乘，就得到第二 Christoffel 恒等

式（second Christoffel identity）

Γℓij =
∑
k

1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)g

ℓk.

2下面这种重新阐述可能（也可能不）看起来更直观一些）。定义实值函数 f 沿两个向量 Xp，Yp 的“二阶协变导数”为表达式

Xp(Y f) − (Xp ⊢ Y )f,

其中，Y 记为 Yp 的任意扩张向量场。可以验证：这个表达式不依赖于 Y 的选择（见下面引理 9.1 的证明）。则联络是对称的，如果上述
二阶导数作为 Xp 和 Yp 的函数是对称的。
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因此，联络是由度规唯一确定的。
反之，用这个公式定义 Γℓij，我们可以验证所得到的联络是对称的且与度规相容。证毕。 □
关于对称性的另一种表述将在后续讨论中非常有用。考虑 M 中的“参数曲面”，即一个光滑函

数
s : R2 →M.

所谓一个沿 s 的向量场 V（vector field V along s）是指一个函数：对于每个 (x, y) ∈ R2，相应
地分配一个切向量

V(x,y) ∈ TMs(x,y).

例如，两个标准向量场
∂

∂x
和

∂

∂y
产生沿 s 的两个向量场 s∗

∂

∂x
和 s∗

∂

∂y
，它们简记为

∂s

∂x
和

∂s

∂y
，

称为 s 的“速度向量场”。
对于任意沿 s 的光滑向量场 V，协变导数（covariant derivatives）DV

∂x
和

DV
∂y
是新向量场，

构造如下：对于每个固定的 y0，限制 V 在曲线

x 7→ s(x, y0)

上，我们得到沿这条曲线的一个向量场，它关于 x 的协变导数定义为
(

DV
∂x

)
(x,y0)

。这样沿着整个

参数曲面 s 定义了
DV
∂x
。

例如，我们可以求出两个向量场
∂s

∂x
和

∂s

∂y
的两个协变导数。导数

D
∂x

∂s

∂x
和

D
∂y

∂s

∂y
不过就是

合适的坐标曲线的加速度向量。然而，混合导数
D
∂x

∂s

∂y
和

D
∂y

∂s

∂x
不能这样简单地描述。

引理 8.7. 如果联络是对称的，则
D
∂x

∂s

∂y
=

D
∂y

∂s

∂x
.

证明. 用局部坐标系来表示等式两端，加以计算即可。

§ 9. 曲率张量

一个仿射联络 ` 的曲率张量（curvature tensor）R 可以测量二阶协变导数 ∂i ` (∂j ` Z) 关
于 i 和 j 成对称的程度。给定向量场 X，Y，Z，定义一个新的向量场 R(X,Y )Z 为3

R(X,Y )Z = −X ` (Y ` Z) + Y ` (X ` Z) + [X,Y ] ` Z.

引理 9.1. R(X,Y )Z 在点 p ∈ M 的值只依赖于在这点 p 处的向量 Xp，Yp，Zp，而不依赖于各个
向量场在邻近各点的值。此外，对应关系

(Xp, Yp, Zp) 7→ R(Xp, Yp)Zp

从 TMp × TMp × TMp 映射到 TMp 是三线性的。

简言之，这个引理可以表述为：R 是一个“张量”。

证明. 显然，R(X,Y )Z 是X，Y 和 Z 的三线性函数。如果X 替换成一个倍数 fX，则 −X ` (Y ` Z)，
Y ` (X ` Z)，[X,Y ] ` Z 这三项就分别替换成

3Nomizu 给 R 加上了一个负号。我们规定的记号有一个优点，就是（在 Riemann 情况下）内积 ⟨R(∂h, ∂i)∂j , ∂k⟩ 与经典记号 Rhijk

一致。
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(i) −fX ` (T ` Z),

(ii) (Y f)(X ` Z) + fY ` (X ` Z),

(iii) −(Y f)(X ` Z) + f [X,Y ] ` Z.

把这三项加起来，我们得到恒等式

R(fX, Y )Z = fR(X,Y )Z.

对于 Y 和 Z 对应的恒等式可以容易得通过类似的计算得出。
现在假设 X =

∑
xi∂i，Y =

∑
yj∂j 和 Z =

∑
zk∂k。则

R(X,Y )Z =
∑

R(xi∂i, y
j∂j)(z

k∂k)

=
∑

xiyizkR(∂i, ∂j)∂k.

在 p 处计算这个表达式，我们得到公式

(R(X,Y )Z)p =
∑

xi(p)yi(p)zk(p)(R(∂i, ∂j)∂k)p,

它只依赖于函数 xi，yj，zk 在 p 处的值，而不依赖于这些函数在邻近点的值，证毕。

现在考虑参数曲面
s : R2 →M.

给定沿 s 的任意向量场 V。我们可以对 V 应用两个协变微分算子
D
∂x
和

D
∂y
。一般来说，这些算子

互相不是可交换的。

引理 9.2. D
∂y

D
∂x
V − D

∂x

D
∂y
V = R

(
∂s

∂x
,
∂s

∂y

)
V .

证明. 用局部坐标系表示上式两端，加以计算，同时利用恒等式

∂j ` (∂i ` ∂k)− ∂i ` (∂j ` ∂k) = R(∂i, ∂j)∂k

即可。

[一个有意思的问题是：能否构造一个沿 s 的向量场 P，它是平行向量场，即

D
∂x
P =

DP
∂y

= 0,

并且在原点处取已知值 P(0,0)。一般来说，这样的向量场并不存在。然而，如果曲率张量恰好为零，
则 P 可构造如下：令 P(x,0) 是沿 x 轴的平行向量场，满足给定的初始条件。对于每个固定的 x0，令
P(x0,y) 是沿曲线

y 7→ s(x0, y),

的一个平行向量场，在 y = 0时取正确的值。这就沿 s处处定义了 P。显然，
D
∂y
P 恒为零，而

D
∂x
P

沿 x 轴为零。现在，恒等式

D
∂y

D
∂x
P − D

∂x

D
∂y
P = R

(
∂s

∂x
,
∂s

∂y

)
P = 0

意为着
D
∂x

D
∂x
P = 0。另一方面，向量场

D
∂x
P 是沿曲线

y 7→ s(x0, y)

的平行向量场。由于
(

D
∂x
P

)
(x0,0)

= 0，所以
D
∂x
P 恒为零，这就证明了 P 是沿 s 的平行向量场。]
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今后我们假设：M 是一个 Riemann 流形，配备了唯一与度规相容的对称联络。综上所述，我
们将证明张量 R 满足四条对称关系。

引理 9.3. 一个 Riemann 流形的曲率张量满足：

(1) R(X,Y )Z +R(Y,X)Z = 0,

(2) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

(3) 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈R(X,Y )W,Z〉 = 0,

(4) 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈R(Z,W )X,Y 〉 = 0.

证明. 反对称关系 (1) 直接从 R 的定义得出。
因为 (2) 的所有三项都是张量，所以当括号积 [X,Y ]，[X,Z] 和 [Y, Z] 都是零时足够证明 (2)。

在这个假设下，我们必须验证恒等式

−X ` (Y ` Z) + Y ` (X ` Z)

− Y ` (Z ` X) + Z ` (Y ` X)

− Z ` (X ` Y ) +X ` (Z ` Y ) = 0

但是联络的对称性意味着
Y ` Z − Z ` Y = [Y, Z] = 0.

因此，左上项抵消了右下项。类似地，其余各项也两两抵消，这就证明了 (2)。
要证明 (3)，我们必须说明表达式 〈R(X,Y )Z,W 〉 关于 Z 和 W 成反对称。这显然等价于下面

的断言：对于所有 X，Y，Z 有
〈R(X,Y )Z,Z〉 = 0.

我们仍然假设 [X,Y ] = 0，所以

〈R(X,Y )Z,Z〉 = 〈−X ` (Y ` Z) + Y ` (X ` Z), Z〉.

换言之，我们必须证明表达式
〈Y ` (X ` Z), Z〉

关于 X 和 Y 对称。
因为 [X,Y ] = 0，所以表达式 Y X〈Z,Z〉 关于 X 和 Y 对称。因为联络与度规相容，我们有

X〈Z,Z〉 = 2〈X ` Z,Z〉

因此
Y X〈Z,Z〉 = 2〈Y ` (X ` Z), Z〉+ 2〈X ` Z, Y ` Z〉.

但右端最后一项显然关于 X 和 Y 对称，所以 〈Y ` (X ` Z), Z〉 关于 X 和 Y 对称，这就证明了
(3)。
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性质 (4) 可以从 (1)，(2) 和 (3) 证明如下：

⟨R(X,W )Y, Z⟩ ⟨R(Z,X)Y,W ⟩

⟨R(Z,W )X, Y ⟩

⟨R(Y, Z)X,W ⟩⟨R(Y,W )Z,X⟩

⟨R(X, Y )Z,W ⟩

Y

X

WZ

公式 (2) 断言：在阴影三角形 W 的诸顶点处各量之和为零。类似地 (利用 (1) 和 (3))，其余每个阴
影三角形诸顶点处各量之和也是零。把对应于上方两个阴影三角形的恒等式加起来，再减去对应于
下方两个三角形的恒等式，可见最上顶点处的量的二倍减去最下顶点处的量的二倍为零。这就证明
了 (4)，证毕。

§ 10. 测地线与完备性

令 M 是一个连通 Riemann 流形。

定义. 令 I 表示任意实数区间，参数路径

γ : I →M

称为一条测地线（geodesic），如果加速度向量场 D
dt

dγ
dt 恒为零。因此，速度向量场

dγ
dt 必为沿 γ

的平行向量场。如果 γ 是测地线，则恒等式

d
dt

〈
dγ
dt ,

dγ
dt

〉
= 2

〈
D
dt

dγ
dt ,

dγ
dt

〉
= 0

说明速度向量的长度
∥∥∥∥dγ

dt

∥∥∥∥ =

〈
dγ
dt ,

dγ
dt

〉 1
2

沿 γ 是常数。引入弧长（arc-length）函数

s(t) =

∫ ∥∥∥∥dγ
dt

∥∥∥∥ dt+常数.

上面的表述可以转述如下：参数 t 沿着一条测地线是弧长的线性函数。参数 t 实际上是弧长当且仅

当
∥∥∥∥dγ

dt

∥∥∥∥ = 1。

利用坐标为 u1, . . . , un 的局部坐标系，曲线 t 7→ γ(t) ∈M 确定 n 个光滑函数 u1(t), . . . , un(t)。

于是，测地线方程
D
dt

dγ
dt = 0 具有形式

d2uk

dt2 +
n∑

i,j=1

Γkij(u
1, . . . , un)

dui
dt

duj
dt = 0.
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因此，测地线的存在性要由二阶微分方程的一个确定系统的解而定。
更一般地考虑任意形如

d2u⃗

dt2 = F⃗

(
u⃗,

du⃗
dt

)
的方程组，其中 u⃗ 表示 (u1, . . . , un)，F⃗ 表示 C∞ 函数组成的 n 元组，在点

(u⃗1, v⃗1) ∈ R2n

的某个邻域 U 内处处有定义。

定理 10.1. [存在性和唯一性] 存在点 (u⃗1, v⃗1) 的一个邻域 W 和一个数 ε > 0，使得对每个 (u⃗0, v⃗0) ∈
W，微分方程

d2u⃗

dt2 = F⃗

(
u⃗,

du⃗
dt

)
有唯一解 t→ u⃗(t)，对 |t| < ε 有定义，并满足原始条件

u⃗(0) = u⃗0,
du⃗
dt (0) = v⃗0.

此外，这个解还光滑地依赖于原始条件。换言之，从 W × (−ε, ε) 到 Rn 的对应关系

(u⃗0, v⃗0, t) 7→ u⃗(t)

是所有 2n+ 1 个变量的一个 C∞ 函数。

证明. 引入新变量 vi =
dui
dt ，这一组 n 个二阶微分方程变成一组 2n 个一阶微分方程


du⃗
dt = v⃗,

dv⃗
dt = F⃗ (u⃗, v⃗).

该结论则由（[12]，第 166 页）得出。（与引理 2.4 对比）。

应用这个定理到测地线微分方程，我们得到下面的引理。

引理 10.2. 对于 Riemann 流形 M 上的每个点 p0，存在 p0 的一个邻域 U 和一个数 ε > 0，使得
对于每个 p ∈ U 和每个长度 < ε 的切向量 v ∈ TMp，存在唯一一条测地线

γv : (−2, 2) →M,

满足条件
γv(0) = p,

dγv
dt (0) = v.

证明. 如果我们想要用一个任意小的区间来代替区间 (−2, 2)，则这个表述将立刻从10.1得到。更准
确地说，存在 p0 的邻域 U 和数 ε1, ε2 > 0，使得对于每个 p ∈ U 和每个 v ∈ TMp 满足 ‖v‖ < ε1，
存在唯一的测地线

Γv : (−2ε2, 2ε2) →M,

满足所要的初始条件。
为了得到更强的表述，只需要观察测地线的微分方程有下面的齐次性质。令 c 是任意常数。如

果参数曲线
t 7→ γ(t)
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是一个测地线，则参数曲线
t 7→ γ(ct)

将也是一个测地线。
现在假设 ε 小于 ε1 · ε2。则如果 ‖v‖ < ε 且 |t| < 2，注意到∥∥∥∥ vε2

∥∥∥∥ < ε1 且 |ε2t| < 2ε2.

因此，我们可以把 γv(t) 定义为 γv/ε2(ε2t)。这就证明了引理 10.2。

使用下面的记号将会很方便。令 v ∈ TMq 是一个切向量，并且假设存在一个测地线

γ : [0, 1] →M

满足条件
γ(0) = q,

dγ
dt (0) = v.

则点 γ(1) ∈ M 将记为 expq(v)，称为切向量 v 的指数对应点（exponential）4。因此，测地线 γ

可以用下面的公式来描述：
γ(t) = expq(tv).

引理 10.2 指出只要 ‖v‖ 足够小，expq(v) 就有定义。一般来说，expq(v) 对于大向量 v 没有定义。然
而，expq(v) 如果有定义，它总是唯一确定的。

定义. 流形 M 称为测地完备的（geodesically complete），如果 expq(v) 对所有 q ∈M 和所有向
量 v ∈ TMq 有定义，这显然等价于下面的要求：
对于任意测地线段 γ0 : [a, b] →M，可以把 γ0 延长为一条测地线

γ : R →M.

在证明了一些局部性结果之后，我们再回来研究完备性。
令 TM 是 M 的切流形，由所有形如 (p, v)的配对组成，其中 p ∈M，v ∈ TMp。我们赋予 TM

下面的 C∞ 微分结构：如果 (u1, . . . , un)是开集 U ⊂M 中的坐标系，则在 q ∈ U 处的每个切向量均

可唯一表示为 t1∂1 + · · ·+ tn∂n，其中 ∂i =
∂

∂ui

∣∣∣∣
q

。则函数 u1, . . . , un, t1, . . . , tn 构成开集 TU ⊂ TM

上的一个坐标系。
引理 10.2 说：对于每个 p ∈M，映射

(q, v) 7→ expq(v)

在点 (p, 0) ∈ TM 的一个邻域 V 中处处有定义。此外，这个映射在整个 V 中是可微的。
现在考虑光滑函数 F : V →M ×M，定义为 F (q, v) = (q, expq(v))。我们声称 F 在点 (p, 0) 处

的 Jacobi 矩阵是非奇异的。事实上，积 U × U ⊂M ×M 上的诱导坐标为 (u11, . . . , u
n
1 , u

1
2, . . . , u

n
2 )，

4这一术语的历史动机如下。如果 M 是所有 n× n 幺正矩阵的群，则在单位矩阵处的切空间 TMI 可以等同于 n× n 反 Hermite 矩
阵。上面定义的函数

expI : TMI → M

就由指数幂级数给出：
expI(A) = I + A+

1

2!
A

2
+

1

3!
A

3
+ · · · .



第二章 RIEMANN 几何速成课程 37

我们有

F∗

(
∂

∂ui

)
=

∂

∂ui1
+

∂

∂ui2
,

F∗

(
∂

∂tj

)
=

∂

∂uj2
.

因此 F 在 (p, 0) 处的 Jacobi 矩阵具有形状
(
I I

0 I

)
，并且因此是非奇异的。

从隐函数定理可得 F 把 (p, 0) ∈ TM 的某个邻域 V ′ 微分同胚地映射成 (p, p) ∈ M ×M 的某
个领域。我们可以假设第一个邻域 V ′ 是所有配对 (q, v) 组成使得 q 属于 p 的一个给定邻域 U ′ 并
且使得 ‖v‖ < ε。选择 p 的一个较小的邻域 W，使得 F (V ′) ⊃W ×W。则我们证明了下面的引理。

引理 10.3. 对于每个 p ∈M，存在一个邻域 W 和一个数 ε > 0，使得

(1) W 的任意两点均可用 M 中唯一一条长度 < ε 的测地线连接起来。

(2) 这条测地线光滑依赖于这两个点 (即：如果 t→ expq1(tv)，0 ⩽ t ⩽ 1，是连接 q1 和 q2 的测地
线，则配对 (q1, v) ∈ TM 微分依赖于 (q1, q2))。

(3) 对于每个 q ∈W，映射 expq 将 TMq 中的开 ε-球微分同胚地映射成一个开集 Uq ⊃W。

注. 若更谨慎地选择 W，则可使连接其任意两点的测地线完全位于 W 内部，参见 [29]。

现在让我们研究测地线与弧长之间的关系。

定理 10.4. 令 W 和 ε 如引理 10.3 所述，令

γ : [0, 1] →M

是连接 W 两点长度 < ε 的测地线，并且令

ω : [0, 1] →M

是连接同样两点的任意其它的逐段光滑曲线。则∫ 1

0

∥∥∥∥dγ
dt

∥∥∥∥ dt ⩽
∫ 1

0

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥ dt,

其中，等号仅在点集 ω([0, 1]) 与 γ([0, 1]) 重合时才能成立。

因此，γ 是连接其端点的最短路径。
证明基于两个引理。令 q = γ(0) 并且令 Uq 如引理 10.3 中所述。

引理 10.5. 在 Uq 中，通过 q 的测地线都是超曲面

{expq(v) : v ∈ TMq, ‖v‖ =常数}

的正交轨迹。

证明. 令 t 7→ v(t) 表示 TMq 中任意一条曲线，使得 ‖v(t)‖ = 1。我们必须证明：在 Uq 中，对应曲
线

t 7→ expq(r0v(t))

其中 0 < r0 < ε，正交于径向测地线
t 7→ expq(rv(t0)).
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用参数曲面 f 给出
f(r, t) = expq(rv(t)), 0 ⩽ r < ε

我们必须证明：对于所有的 (r, t) 有 〈
∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
= 0.

现在
∂

∂r

〈
∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
=

〈
D
∂r

∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
+

〈
∂f

∂r
,

D
∂r

∂f

∂t

〉
,

其中，等号右端第一项为零，因为曲线
r 7→ f(r, t)

是测地线。第二项等于 〈
∂f

∂r
,

D
∂r

∂f

∂t

〉
=

1

2

∂

∂t

〈
∂f

∂r
,
∂f

∂r

〉
= 0

因为
∥∥∥∥∂f∂r

∥∥∥∥ = ‖v(t)‖ = 1。因此，量
〈
∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
独立于 r。但对于 r = 0，我们有

f(0, t) = expq(0) = q,

因此
∂f

∂
(0, t) = 0。因此

〈
∂f

∂r
,
∂f

∂t

〉
恒为零，证毕。

现在考虑任意逐段光滑曲线
ω : [a, b] → Uq − {q}.

每个点 ω(t) 均可唯一表示为形式 expq(r(t)v(t))，其中 0 < r(t) < ε 和 ‖v(t)‖ = 1, v(t) ∈ TMq。

引理 10.6. 长度
∫ b

a

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥ dt ⩾ |r(b)− r(a)|，其中等号只在函数 r(t) 单调且函数 v(t) 为常数时才

成立。

因此，连接围绕 q 点的两个同心球壳的最短路径是一条径向测地线。

证明. 令 f(r, t) = expq(rv(t))，使得 ω(t) = f(r(t), t)。则

dω
dt =

∂f

∂r
r′(t) +

∂f

∂t
.

因为右端两个向量相互正交，并且因为
∥∥∥∥∂f∂r

∥∥∥∥ = 1，这给出了

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥2 = |r′(t)|2 +
∥∥∥∥∂f∂t

∥∥∥∥2 ⩾ |r′(t)|2

其中，仅当
∂f

∂t
= 0 时等号才成立，因而仅当

dv
dt = 0 时才成立。因此

∫ b

a

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥ dt ⩾
∫ b

a

|r′(t)|dt ⩾ |r(b)− r(a)|

其中仅当 r(t) 单调且 v(t) 为常数时等号成立，证毕。



第二章 RIEMANN 几何速成课程 39

定理 10.4 的证明现在就很直接了。考虑任意逐段光滑路径 ω，从 q 到一点

q′ = expq(rv) ∈ Uq,

其中，0 < r < ε，‖v‖ = 1。则对于任意 δ > 0，路径 ω 必须包括一个线段，把半径为 δ 的球壳连
接到半径为 r 的球壳，并位于这两个球壳之间。这个线段的长度将 ⩾ r− δ，因此令 δ 趋于 0 时，ω
的长度将 ⩾ r。若 ω([0, 1]) 与 r([0, 1]) 不重合，则我们将很容易地得到一个严格的不等式。这完成
了定理 10.4 的证明。

定理 10.4 的一个重要结果如下：

推论 10.7. 假设路径 ω : [0, ℓ] →M 以弧长为参数，其长度小于或等于从 ω(0) 到 ω(ℓ) 的任意其它
路径的长度，那么 ω 是一条测地线。

证明. 如前，考虑 ω 的任意一段，它位于开集 W 中，并且有长度 < ε。这一段必定是测度线，因而
整个路径 ω 是测地线。

定义. 测地线 γ : [a, b] → M 称为极小 (minimal)，如果其长度小于或等于连接其端点的任意其它
逐段光滑路径的长度。

定理 10.4 断言：测地线的任意足够小的一段都是极小测地线。另一方面，长的测地线可能不是
极小测地线。例如，我们不久将会看到，单位球面上的大圆弧是测地线。如果这样一条弧的长度大
于 π，它肯定不是极小测地线。
一般来说，极小测地线不是唯一的。例如，单位球面上的两个对径点可以用无限多条极小测地

线连接起来。然而，下面的断言为真。
两点 p, q ∈ M 的距离 ρ(p, q) 定义为连接这两点的所有逐段光滑路径的弧长的下确界。这显然

使 M 称为一个度量空间。从定理 10.4 容易得到这个度规与 M 的通常拓扑是相容的。

推论 10.8. 给定一个紧致集 K ⊂ M，存在数 δ > 0，使得 K 的任意两个点之间的距离小于 δ，就
可以用唯一一条长度 < δ 的测地线连接起来。此外，这条测地线是极小的，并且光滑依赖于它的端
点。

证明. 如引理 10.3 中，用开集 Wα 覆盖 K，并令 δ 足够小使得 K 中任意两个点距离小于 δ，这两
个点就位于同一个 Wα，证毕。

回忆流形 M 是测地完备 (geodesically complete) 的，如果每个测地线段可以被无限延长。

定理 10.9 (Hopf 和 Rinow5). 如果 M 是测地完备的，则任意两点可以用一条极小测地线连接起来。

证明. 给定 p, q ∈ M 及它们之间的距离 r > 0，如引理 10.3 中选择邻域 Up。令 S ⊂ Up 表示以 p

为圆心，以 δ < ε 为半径的球壳。因为 S 是紧致的，所以 S 上存在一个点

p0 = expp(δv), ‖v‖ = 1,

使得到 q 的距离是极小的。我们将证明

expp(rv) = q.

这意味着测地线段 t 7→ γ(t) = expp(tv)，0 ⩽ t ⩽ r，实际上是一条从 p 到 q 的极小测地线。

5见 [30] 的第 341 页以及 [31]。
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证明的关键在于说明沿测地线 γ 运动的点必然越来越接近点 q。实际上对于每个 t ∈ [δ, r]，我
们将证明

ρ(γ(t), q) = r − t. (1t)

这个恒等式在 t = r 时将完成证明。
首先，我们将说明等式 (1t) 为真。因为每条从 p 到 q 的路径必须通过 S，我们有

ρ(p, q) = min
s∈S

(ρ(p, s) + ρ(s, q)) = δ + ρ(p0, q).

因此，ρ(p0, q) = r − δ。由于 p0 = r(δ)，这就证明了 (1δ)。
令 t0 ∈ [δ, r]表示使得 (1t)为真的数 t的上确界。则通过连续性，等式 (1t0)也为真。如果 t0 < r，

我们将得到一个矛盾。令 S′ 表示以点 γ(t0) 为圆心，以 δ′ 为半径的一个小球壳，并且令 p′0 ∈ S′ 是
S′ 中与 q 相距为极小的一点。（见图 10.1）。

p

γ(t0)
p0

γ

p′

q

S

S ′

图 10.1

则
ρ(γ(t0), q) = min

s∈S′
(ρ(γ(t0), s) + ρ(s, q)) = δ′ + ρ(p′0, q),

因此
ρ(p′0, q) = (r − t0)− δ′. (2)

我们声明 p0 等于 γ(t0 + δ′)。实际上，三角不等式表述为

ρ(p, p′0) ⩾ ρ(p, q)− ρ(p′0, q) = t0 + δ′

（利用了 (2)）。但是，一条从点 p 到 p′0 的长度恰好为 t0 + δ′ 的路径可以通过沿着 γ 从 p 到 γ(t0)，
再沿着极小测地线从 γ(t0) 到 p′0 获得。由于这条分段的测地线有极小长度，从推论 10.7 得到它是
一条（没有分段的）测地线，并且因此与 γ 重合。
因此 γ(t0 + δ′) = p′0。现在等式 (2) 变成了

ρ(γ(t0 + δ′), q) = r − (t0 + δ′). (1t0+δ′)

这和 t0 的定义矛盾，证毕。

我们得到下面的结果：

推论 10.10. 如果 M 是测地完备的，则 M 的每个有界子集都具有紧致闭包。因此，M 作为度量
空间是完备的（即是每个 Cauchy 序列都收敛）。

证明. 如果 X ⊂ M 具有直径 d，则对任意 p ∈ M，映射 expp : TMp → M 把 TMp 中半径为 d 的
圆盘映射成 M 的一个紧致子集，运用定理 10.9，这个子集含有 X。因此，X 的闭包是紧致的。
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反之，如果 M 作为度量空间是完备的，则不难用引理 10.3 证明：M 是测地完备的。至于细节，
读者可以参考 Hopf 和 Rinow 的文章。今后，我们将不区分测地完备和度规完备，而将简单地说一
个完备 Riemann 流形 (complete Riemannian manifold)。
测地线的熟悉例子. 在 n 维 Euclid 空间 Rn 中，对于通常坐标系 x1, . . . , xn 和通常 Riemann 度规
dx1 ⊗dx1 + · · ·+dxn⊗dxn，我们有 Γkij = 0 和对于一条测地线 γ 的方程，由 t 7→ (x1(t), . . . , xn(t))

给出，成为
d2xi
dt2 = 0,

这个方程组的解是直线。这也可以从下述论证看出：容易说明弧长公式∫ ( n∑
i=1

(
dxi
dt

)2
) 1

2

dt

与通常把弧长定义为内接多边形长度的上确界是一致的。从这个定义显然可见直线具有极小长度，
并且因此是测地线。

Sn 上的测地线正好是大圆，即 Sn 与通过其中心的平面相交而得的圆。

证明. 通过平面 E2 的反射是一个等距同构 I : Sn → Sn，其不动点集是 C = Sn ∩E2。令 x 和 y 是
C 的两个点，其间存在唯一一条测地线 C ′ 具有极小长度。则由于 I 是等距同构，曲线 I(C ′) 是与
C ′ 一样的长度的 I(x) = x 和 I(y) = y 之间的一条测地线。因此，C ′ = I(C ′)，从而 C ′ ⊂ C。

最后，由于存在一个通过 Sn 的任意点在任意已知方向上的大圆，所以这些大圆全都是测地线。

球面上两个对径点之间有具有极小长度的测地线的连续统。所有其它点对之间都存在一条长度
极小的唯一测地线，但存在无限多个非极小测地线，依赖于测地线绕球面转多少次及沿哪个方向出
发而定。

通过相同的原因，旋转曲面上每条经线都是测地线。
直圆柱面 Z 上的测地线是母线、与母线垂直的平面所截的圆，以及 Z 上的螺旋线。

证明. 如果 L 是 Z 的一条母线，通过把 Z 展开成 R2，我们得到一个等距同构 I : Z − L→ R2：

L

Z 上测地线正好就是 R2 中的直线在 I−1 下的像。Z 上两点之间有无限多条测地线。
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§ 11. 光滑流形的路径空间

令M 是一个光滑流形且 p和 q是M 的两点（不必相异）。从 p到 q的逐段光滑路径（piecewise
smooth path）是指一个映射 ω : [0, 1] →M 使得

(1) 存在 [0, 1] 的一个细分 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 使得每个 ω|[ti1 ,ti] 是 C∞ 可微的；

(2) ω(0) = p 和 ω(1) = q。

M 中从 p 到 q 的所有逐段光滑路径的集合将被记为 Ω(M ; p, q)，或者简记为 Ω(M) 或 Ω。
稍后（§16中）Ω 将被赋予拓扑空间的结构，但目前这将不是必要的。我们将 Ω 考虑为“无穷

维流形”之类的东西。为了进行这种类比，我们作下面的定义。
在路径 ω 处 Ω 的切空间（tangent space）是指一个向量空间，由沿 ω 的所有逐段光滑向量

场 W 组成，使得 W (0) = 0 和 W (1) = 0。记号 TΩω 用来表示这个向量空间。
如果 F 是 Ω 上一个实值函数，我们自然会问切空间上的导出映射

F∗ : TΩω → TRF (ω),

应该是什么意思？当 F 是光滑流形 M 上通常意义下的光滑函数时，我们可以定义 F∗ : TMp →
TRF (p) 如下：给定 X ∈ TMp，选择 M 中的一条光滑路径 u 7→ α(u)，在 −ε < u < ε 时有定义，使
得

α(0) = p,
dα
du (0) = X.

则 F∗(X) 等于
dF (α(u))

du

∣∣∣∣
u=0

乘以基向量
(

d
dt

)
F (p)

∈ TRF (p)。

为了对映射 F : Ω → R 进行类似构造，需要引入下面的概念。

定义 11.1. （端点保持固定条件下）ω 的一个变分（variation）是一个函数

α : (−ε, ε) → Ω,

对于一些 ε > 0，使得

(1) α(0) = ω；

(2) 存在 [0, 1] 的细分 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 使得由 α(u, t) = α(u)(t) 定义的映射

α : (−ε, ε)× [0, 1] →M

在每个带状区域 (−ε, ε)× [ti−1, ti]，(i = 1, . . . , k) 上都是 C∞ 映射；

因为每个 α(u) 属于 Ω = Ω(M ; p, q)，注意到

42
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(3) 对于所有 u ∈ (−ε, ε) 有 α(u, 0) = p 和 α(u, 1) = q。

我们将用 α 或用 α 来表示这个变分。更一般地，如果在上面的定义中，(−ε, ε) 换成 Rn 中 0

的一个邻域 U，则 α（或 α）被称为 ω 的一个 n 参数变分（n-parameter variation）。
现在 α 可以考虑为 Ω 的“光滑路径”。它的“速度向量”

dα
du(0) ∈ TΩω 定义为沿 ω 的向量场

W，由下式给出。

Wt =
dα
du (0)t =

∂α

∂u
(0, t).

显然，W ∈ TΩω。这个向量场 W 也被称为与变分 α 相关的变分向量场（variation vector field）。
给定任意 W ∈ TΩω，注意到存在变分 α : (−ε, ε) → Ω 满足条件 α(0) = ω，

dα
du (0) =W。实际

上，我们可以设定
α(t) = expω(t)(uWt).

通过与上面给定的定义类比，如果 F 是 Ω 上的一个实值函数，我们尝试定义

F∗ : TΩω → TRF (ω),

如下：给定 W ∈ TΩω，选取变分 α : (−ε, ε) → Ω 使得

α(0) = ω,
dα
du (0) =W ;

并且设定 F∗(W ) 等于
dF (α(u))

du

∣∣∣∣
u=0

乘以切向量
(

d
dt

)
F (ω)

。当然，如果对 F 不做任意假设，就不

能保证这个导数存在以及独立于 α 的选择。我们不会探究 F 必须满足哪些条件才能使 F∗ 具有这些
性质。我们之所以说明如何定义 F∗，只是为了引出下面的定义。

定义. 一个路径 ω 是函数 F : Ω → R 的一个临界路径（critical path）当且仅当 dF (α(u))
du

∣∣∣∣
u=0

对

于 ω 的每个变分 α 都是零。

例. 如果 F 在路径 ω0 处取其极小值，并且如果导数
dF (α(u))

du 是均有定义的，则 ω0 显然是一条
临界路径。

§ 12. 路径的能量

现在假设M 是一个 Riemann流形。向量 v ∈ TMp 的长度将被记为 ‖v‖ = 〈v, v〉 1
2。对于 ω ∈ Ω，

定义 ω 从 a 到 b（0 ⩽ a < b ⩽ 1）的能量（energy）为

Eb
a(ω) =

∫ b

a

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥2 dt.

我们将简写 E1
0 为 E。

这可与从 a 到 b 的弧长

Lba(ω) =

∫ b

a

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥ dt

进行比较如下。对 f(t) = 1 和 g(t) =

∥∥∥∥dω
dt

∥∥∥∥，应用 Schwarz 不等式

(∫ b

a

fgdt
)2

⩽
(∫ b

a

f2dt
)(∫ b

a

g2dt
)
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我们看到
(Lba)

2 ⩽ (b− a)Eb
a,

其中当且仅当 g 是常数时等号成立，即当且仅当参数 t 与弧长成正比。
现在假设存在一个从 p = ω(0) 到 q = ω(1) 的极小测地线 γ。则

E(γ) = L(γ)2 ⩽ L(ω)2 ⩽ E(ω).

这里等式 L(γ)2 = L(γ)2 能成立仅当 ω 也是一个极小测地线，可能需要重新参数化（与推论 10.7 比
较）。另一方面，等式 L(ω)2 = E(ω) 能成立仅当参数与沿 ω 的弧长成正比。这证明了：除非 ω 也
是一条极小测地线，否则我们有 E(γ) < E(ω)。换言之：

引理 12.1. 令 M 是一个完备 Riemann 流形，并且令 p, q ∈M 之间的距离为 d。则能量函数

E : Ω(M ; p, q) → R

恰好在从 p 到 q 的极小测地线的集合上取其极小值 d2。

我们现在将看到什么路径 ω ∈ Ω 是能量函数 E 的临界路径。
令 α : (−ε, ε) → Ω 是 ω 的一个变分，并且令 Wt =

∂α

∂u
(0, t) 是相应的变分向量场。此外，令：

Vt =
dω
dt = ω 的速度向量,

At =
D
dt

dω
dt = ω 的加速度向量,

∆tV = Vt+ − Vt− =速度向量在 t 处的不连续性，其中 0 < t < 1.

当然对于一切 t，除了有限多个值外，有 ∆tV = 0。

定理 12.2 (第一变分公式). 导数

1

2

dE(α(u))

du

∣∣∣∣
u=0

= −
∑
t

〈Wt,∆tV 〉 −
∫ 1

0

〈Wt, At〉dt.

证明. 根据引理 8.3，我们有

∂

∂u

〈
∂α

∂t
,
∂α

∂t

〉
= 2

〈
D
∂u

∂α

∂t
,
∂α

∂t

〉
.

因此，
dE(α)

du =
d

du

∫ 1

0

〈
∂α

∂t
,
∂α

∂t

〉
dt = 2

∫ 1

0

〈
D
∂u

∂α

∂t
,
∂α

∂t

〉
dt.

通过引理 8.7，我们在最后一个公式中可以用 D
∂u

∂α

∂t
代替

D
dt
∂α

∂u
。

选择 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1，使得 α 在每个带状区域 (−ε, ε)× [ti−1, ti] 上是可微的。则我
们可以在 [ti−1, ti] 上“分部积分”如下：恒等式

∂

∂t

〈
∂α

∂u
,
∂α

∂t

〉
=

〈
D
dt
∂α

∂u
,
∂α

∂t

〉
+

〈
∂α

∂u
,

D
dt
∂α

∂t

〉
意味着 ∫ ti

ti−1

〈
D
dt
∂α

∂u
,
∂α

∂t

〉
dt =

〈
∂α

∂u
,
∂α

∂t

〉 ∣∣∣∣∣
t=t−i

t=t+i−1

−
∫ ti

ti−1

〈
∂α

∂u
,

D
dt
∂α

∂t

〉
dt.
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把 i = 1, . . . , k 对应的公式加起来并运用 t = 0 或 1 时
∂α

∂u
= 0 的事实，这给出

1

2

dE(α(u))

du = −
k−1∑
i=1

〈
∂α

∂u
,∆ti

∂α

∂t

〉
−
∫ 1

0

〈
∂α

∂u
,

D
dt
∂α

∂t

〉
.

设定 u = 0，现在我们就得到所要的公式

1

2

dE ◦ α
du (0) = −

k−1∑
i=1

〈Wt,∆tiV 〉 −
∫ 1

0

〈W,A〉dt.

证毕。

直观上，
dE ◦ α

du (0) 的表达式中第一项说明当路径 ω 沿着“折弯”程度递减方向变化时，倾向
于减小能量 E，见图 12.1。

α(ε, ti)

dω
dt

(t−i )

ω(ti) = α(0, ti)

dω
dt

(t+i )

具有较小能量
的路径 α(ε)

初始路径
ω = α(0)

图 12.1

第二项说明当曲线沿其加速度向量
D
dt

(
dω
dt

)
方向变化时，倾向于减小能量 E。

回忆一下，路径 ω ∈ Ω 被称为测地线（geodesic）当且仅当 ω 在整个 [0, 1] 区间是 C∞ 的并且

ω 的加速度向量
D
dt

(
dω
dt

)
沿着 ω 恒为零。

推论 12.3. 路径 ω 是函数 E 的临界点当且仅当 ω 是一条测地线。

证明. 一条测地线显然是一个临界点。令 ω 是一个临界点。存在 ω 的一个变分，其变分向量场是
W (t) = f(t)A(t)，其中 f(t) 除了在 ti 处为零外处处为正。则

1

2

dE
du (0) = −

∫ 1

0

f(t)〈A(t), A(t)〉dt.

这个表达式为零当且仅当对于所有 t 有 A(t) = 0。因此，每个 ω

∣∣∣∣
[ti,ti+1]

是一条测地线。

现在选择一个变分，使得 W (ti) = ∆tiV。则
1

2

dE
du (0) = −

∑
〈∆tiV,∆tiV 〉。如果这个表达式

为零，则 ∆tV 处处为零，而 ω 是 C1 类可微的，甚至点在 ti 处也一样。现在，从微分方程的唯一
性定理得到 ω 处处是 C∞ 可微的：因此 ω 是一条不折测地线。
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§ 13. 能量函数在临界路径处的 Hesse 泛函

继续进行上一节推演的那种类比，我们现在希望定义一个双线性泛函

E∗∗ : TΩγ × TΩγ → R,

这里 γ 是函数 E 的临界点，即是一条测地线。这个双线性泛函称为 E 在 γ 处的 Hesse 泛函（Hesse
functional）。
如果 f 是流形 M 上的实值函数，具有临界点 p，则 Hesse 泛函

f∗∗ : TMp × TMp → R

可以定义如下：给定 X1, X2 ∈ TMp，选择一个光滑映射 (u1, u2) 7→ α(u1, u2)，定义在 R2 中原点
(0, 0) 的某个邻域上，而在 M 中取值，使得

α(0, 0) = p,
∂α

∂u1
(0, 0) = X1,

∂α

∂u2
(0, 0) = X2.

则

f∗∗(X1, X2) =
∂2f(α(u1, u2))

∂u1∂u2

∣∣∣∣
(0,0)

.

由此得到定义 E∗∗ 如下。对于向量场 W1,W2 ∈ TΩγ，选择一个双参数变量

α : U × [0, 1] →M,

其中，U 是 R2 中 (0, 0) 的一个邻域，使得

α(0, 0, t) = γ(t),
∂α

∂u1
(0, 0, t) =W1(t),

∂α

∂u2
(0, 0, t) =W2(t).

（与 §11 比较）。于是 Hesse 泛函 E∗∗(W1,W2) 将定义为下面的二阶偏导数

∂2E(α(u1, u2))

∂u1∂u2

∣∣∣∣
(0,0)

,

其中，α(u1, u2) ∈ Ω表示路径 α(u1, u2)(t) = α(u1, u2, t)。这个二阶偏导数将被简写为
∂2E

∂u1∂u2
(0, 0)。

需要下面的定理来证明 E∗∗ 是良定义的。

定理 13.1 (第二变分公式). 令 α : U → Ω 是测地线 γ 的一个双参数变分，其变分向量场为

Wi =
∂α

∂ui
(0, 0) ∈ TΩγ , i = 1, 2.

则能量函数的二阶导数
1

2

∂2E

∂u1∂u2
(0, 0) 等于

−
∑
t

〈
W2(t),∆t

DW1

dt

〉
−
∫ 1

0

〈
W2,

D2W1

dt2 +R(V,W1)V

〉
dt,

其中，V =
dγ
dt 表示速度向量场，并且其中

∆t
DW1

dt =
DW1

dt (t+)− DW1

dt (t−)

表示
DW1

dt 在单位开区间中的有限多个间断点之一处的跳跃。



第三章 对变分学的应用：测地线 47

证明. 根据定理 12.2，我们有

1

2

∂E

∂u2
−
∑
t

〈
∂α

∂u2
,∆t

∂α

∂t

〉
−
∫ 1

0

〈
∂α

∂u2
,

D
dt
∂α

∂t

〉
dt.

因此
1

2

∂2E

∂u1∂u2
=−

∑
t

〈
D

du1
∂α

∂u2
,∆t

∂α

∂t

〉
−
∑
t

〈
∂α

∂u2
,

D
du1

∆t
∂α

∂t

〉
−
∫ 1

0

〈
D

du1
∂α

∂u2
,

D
dt
∂α

∂t

〉
dt−

∫ 1

0

〈
∂α

∂u2
,

D
du1

D
dt
∂α

∂t

〉
dt.

让我们为 (u1, u2) = (0, 0) 估计这个表达式。因为 γ = α(0, 0) 是一条不折的测地线，我们有

∆t
∂α

∂t
= 0,

D
dt
∂α

∂t
= 0,

所以第一项与第三项为零。
整理第二项，我们得到

1

2

∂2E

∂u1∂u2
(0, 0) = −

∑〈
W2,∆t

D
dtW1

〉
−
∫ 1

0

〈
W2,

D
du1

D
dtV

〉
dt. (13.2)

为了交换两个算子
D

du1
和

D
dt，我们需要代入曲率公式中，

D
du1

D
dtV − D

dt
D

du1
V = R

(
∂α

∂t
,
∂α

∂u1

)
V = R(V,W1)V.

结合恒等式
D

du1
V =

D
dt

∂α

∂u1
=

D
dtW1 得到

D
du1

∂

∂t
V =

D2W1

dt2 +R(V,W1)V. (13.3)

把这个表达式代入 (13.2) 就完成了定理 13.1 的证明。

推论 13.4. 表达式 E∗∗(W1,W2) =
∂2E

∂u1∂u2
(0, 0) 是 W1 和 W2 的一个良定义的对称双线性函数。

证明. 第二变分公式说明 ∂2E

∂u1∂u2
(0, 0) 只依赖于变分向量场 W1 和 W2，所以 E∗∗(W1,W2) 是良定

义的。这个公式也说明 E∗∗ 是双线性的。对称性

E∗∗(W1,W2) = E∗∗(W2,W1),

完全不能从第二变分公式看出；但能直接从对称性
∂2E

∂u1∂u2
=

∂2E

∂u2∂u1
得到。

注 13.5. 双线性配对 E∗∗ 的对角项 E∗∗(W,W ) 可以用 γ 的单参数变分来描述。实际上

E∗∗(W,W ) =
d2E ◦ α

du2 (0),

其中，α : (−ε, ε) → Ω 表示 γ 的任意单参数变分，其变分向量场
dα
du (0) 等于 W。为了证明这个恒

等式，只需引入双参数变分
β(u1, u2) = α(u1 + u2),

并注意到
∂β

∂ui
=

dα
du ,

∂2E ◦ β
∂u1∂u2

=
d2E ◦ α

du2 .
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作为这个注的应用，我们有下面引理。

引理 13.6. 如果 γ 是从 p 到 q 的极小测地线，则双线性配对 E∗∗ 是半正定的。因此，E∗∗ 的指标
λ 为零。

证明. 不等式 E(α(u)) ⩾ E(γ) = E(α(0)) 意味着
d2E(α(u))

du2 在 u = 0 处的值 ⩾ 0，因此，对于所
有 W 有 E∗∗(W,W ) ⩾ 0。

§ 14. Jacobi 场，E∗∗ 的零化子空间

沿测地线 γ 的向量场 J 称为 Jacobi 场（Jacobi field），如果它满足 Jacobi 微分方程

D2J

dt2 +R(V, J)V = 0,

其中，V =
dγ
dt。这是一个二阶线性微分方程。[它可以通过选择沿 γ的标准正交平行向量场 P1, . . . , Pn

变成一个更为熟悉的方式。再令 J(t) =
∑
f i(t)Pi(t)，方程变为

d2f i

dt2 +
n∑
j=1

aij(t)f
j(t) = 0, i = 1, . . . , n,

其中，aij = 〈R(V, Pj)V, Pi〉。] 因此，Jacobi 方程有 2n 个线性无关的解，其中每个解在 γ 上都是处
处有定义的。这些解都是 C∞ 可微的。一个给定的 Jacobi 场 J 由它的初始条件

J(0),
DJ
dt (0) ∈ TMγ(0)

完全确定。
令 p = γ(a)，q = γ(b) 是测地线 γ 上的两点，且有 a 6= b。

定义. p 和 q 称为沿 γ 共轭（conjugate）1，如果存在一个沿 γ 的非零 Jacobi 场 J，在 t = a 和
t = b 处为零。p 和 q 作为共轭点的重数（multiplicity）等于所有这种 Jacobi 场组成的向量空间的
维数。

现在令 γ 是 Ω = Ω(M ; p, q) 中的一条测地线。回忆一下 Hesse 泛函

E∗∗ : TΩγ × TΩγ → R

的零化子空间（null space）是所有满足下面条件的 W1 ∈ TΩγ 所有构成的向量空间：对于所有 W2

有 E∗∗(W1,W2) = 0。E∗∗ 的零化数 ν 等于这个零化子空间的维数。E∗∗ 是退化的（degenerate），
如果 ν > 0。

定理 14.1. 一个向量场 W1 ∈ TΩγ 属于 E∗∗ 的零化子空间，当且仅当 W1 是一个 Jacobi 场。因此，
E∗∗ 是退化的当且仅当端点 p 和 q 沿 γ 共轭。E∗∗ 的零化数等于 p 和 q 作为共轭点的重数。

与推论 12.3 的证明比较. 若 J 是一个 Jacobi 场，在 p 和 q 处为零，则 J 当然属于 TΩγ。第二变
分公式 (定理 13.1) 表述为

−1

2
E∗∗(J,W2) =

∑
t

〈W2(t), 0〉+
∫ 1

0

〈W2, 0〉dt = 0.

1如果 γ 与自身相交，则这个定义就变得含糊不清了。所以，我们宁可说参数值 a 和 b 关于 γ 共轭。
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因此，J 属于零化子空间。
反之，假设 W1 属于 E∗∗ 的零化子空间。选择 [0, 1] 的一个划分 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1，使

得 W1|[ti−1,ti] 对于每个 i 都是光滑的。令 f : [0, 1] → [0, 1] 是一个光滑函数，在参数值 t0, t1, . . . , tk

处为零，其它各处均为正；并且令

W2(t) = f(t)

(
D2W1

dt2 +R(V,W1)V

)
t

.

则

−1

2
E∗∗(W1,W2) =

∑
0 +

∫ 1

0

f(t)

∥∥∥∥D2W1

dt2 +R(V,W1)V

∥∥∥∥2 dt.

因为这个表达式为零，得到对于每个 i，W1|[ti−1,ti] 都是 Jacobi 场。

现在令 W ′
2 ∈ TΩγ 是一个场使得对于 i = 1, . . . , k 有 W ′

2(ti) = ∆ti

DW1

dt 。则

−1

2
E∗∗(W1,W

′
2) =

k−1∑
i=1

∥∥∥∥∆ti

DW1

dt

∥∥∥∥2 + ∫ 1

0

0dt = 0

因此，
DW1

dt 没有跳跃。但 Jacobi方程的一个解 W1 由向量 W1(ti)和
DW1

dt (ti)完全确定。因此，由
此可得这 k 个 Jacobi 场 W1|[ti−1,ti]，i = 1, 2, . . . , k，组合给出一个 Jacobi 场 W1，该场在整个单位
区间上具有 C∞ 可微性。这就完全证明了定理 14.1。

由此可得，E∗∗ 的零化数 ν 总是有限数，这是因为沿 γ 只有有限多个线性无关的 Jacobi 场。

注 14.2. 实际上，零化数 ν 满足 0 ⩽ ν < n。因为在 t = 0 时为零的 Jacobi 场组成的空间正好具有
维数 n，所以显然有 ν < n。我们将构造一个 Jacobi 场的例子，使得它在 t = 0 时为零，但在 t = 1

时不为零；这将意味着 ν < n。实际上，令 Jt = tVt，其中 V =
dγ
dt 表示速度向量场。则

DJ
dt = 1 · V + t

DV
dt = V

(由于 DV
dt = 0)，因此 D2J

dt2 = 0。此外，R(V, J)V = tR(V, V )V = 0，因为 R 关于前两个变量时反
对称的。因此，J 满足 Jacobi 方程。因为 J0 = 0，J1 6= 0，证毕。

例 1. 假设 M 是“平坦的”，即是曲率张量恒为零。则 Jacobi 方程变成 D2J

dt2 = 0。设定 J(t) =∑
f i(t)Pi(t)，其中 Pi 是平行的，这变成了

df i
dt2 = 0。显然，沿 γ 的 Jacobi 场至多只能有一个零

点。因此，没有共轭点，而 E∗∗ 是非退化的。

例 2. 假设 p 和 q 是单位球面 Sn 上的对径点，令 γ 是从 p 到 q 的一条大圆弧。则我们将看到 p 和
q 是重数为 n− 1 的共轭点。因此在这个例子中，E∗∗ 的零化数 ν 取其最大值。证明将依赖于下面
的讨论。

令 α 是 γ 的一个单参数变分，不必保持端点固定，使得每个 α(u) 都是一个测地线。即：令

α : (−ε, ε)× [0, 1] →M

是一个 C∞ 映射，使得 α(0, t) = γ(t)，并且使得每个 α(u)[由 α(u)(t) = α(u, t) 给出] 都是测地线。

引理 14.3. 如果 α 是 γ 的测地线变分，则变分向量场 W (t) =
∂α

∂u
(0, t) 是沿 γ 的 Jacobi 场。
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证明. 如果 α 是 γ 的测地线变分，则
D
dt
∂α

∂t
恒为零，因此

0 =
D
du

D
dt
∂α

∂t
=

D
dt

D
du

∂α

∂t
+R

(
∂α

∂t
,
∂α

∂u

)
∂α

∂t

=
D2

dt2
∂α

∂u
+R

(
∂α

∂t
,
∂α

∂u

)
∂α

∂t
.

[与方程 (13.2) 比较]。因此，变分向量场 ∂α

∂u
是一个 Jacobi 场。

因此，获得 Jacobi 场的一个方法是将测地线进行移动。

现在让我们再回到 n 维单位球面上两个对径点的例子。旋转球面，保持 p 和 q 固定，沿测地线
γ 的变分向量场是一个在 p 和 q 处都为零的 Jacobi 场。在 n− 1 个不同方向上旋转，则得到 n− 1

个线性无关的 Jacobi 场，所以 p 和 q 沿 γ 共轭，重数为 n− 1。

引理 14.4. 沿测地线 γ : [0, 1] →M 的每个 Jacobi 场均可由 γ 的测地线变分得到。

证明. 选择 γ(0) 的一个邻域 U，使得 U 中任意两点均由唯一极小测地线连接起来，这条测地线微
分依赖于两个端点。假设对于 0 ⩽ t ⩽ δ 有 γ(t) ∈ U。我们将首先沿 γ|[0,δ] 构造一个 Jacobi 场 W，
在 t = 0 和 t = δ 时具有任意指定的值。选择一条曲线 a : (−ε, ε) → U，使得 a(0) = γ(0)，且使得
da
du(0) 在 TMγ(0) 中的任意指定向量。类似地，选择一条曲线 b : (−ε, ε) → U，使得 b(0) = γ(δ) 并

且
db
du(0) 任意。现在定义变分

α : (−ε, ε)× [0, δ] →M

通过令 α(u) : [0, δ] →M 是从 a(u) 到 b(u) 的唯一极小测地线。则公式 t 7→ ∂α

∂u
(0, t) 用已知端点条

件定义一个 Jacobi 场。
沿 γ|[0,δ] 的任意 Jacobi 场均可用下面的方式得到：如果 J (γ) 表示沿着 γ 的所有 Jacobi 场

W 组成的向量空间，则公式 W → (W (0),W (δ)) 定义一个线性映射

ℓ : J (γ) → TMγ(0) × TMγ(0).
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我们已经证明了 ℓ 是映成的像。因为这两个向量空间具有相同的维度 2n，从此可得 l 是一个同构。
即：由在 γ(0) 和 γ(δ) 处的值所确定的一个 Jacobi 场（更一般地，一个 Jacobi 场由它在任意两个
非共轭点处的值所确定）。因此，上面的构造产生沿 γ|[0,δ] 的一切可能的 Jacobi 场。

α(u) 限制于区间 [0, δ] 并不基础。如果 u 充分小，则利用 [0, 1] 的紧致性，可以把 α(u) 延长为
一条在整个单位区间 [0, 1] 上都有定义的测地线。这就产生了一个测地线变分

α′ : (−ε, ε)× [0, δ] →M

与任意给定的 Jacobi 场作为变分向量场。

注 14.5. 上面的讨论说明：在任意这样的邻域 U 中，沿 U 中一个测地线段的 Jacobi 场是由它在这
条测地线的两个端点处的值所唯一确定的。

注 14.6. 上面的证明也说明：存在 0 的邻域 (−δ, δ)，使得如果 t ∈ (−δ, δ)，则 γ(t) 和 γ(0) 沿 γ 不
共轭。我们将在推论 15.2 中看到 γ(0) 沿整个测地线 γ 的共轭点的集合没有聚点。

§ 15. 指标定理

Hesse 泛函
E∗∗ : TΩγ × TΩγ → R

的指标 λ 定义为 TΩγ 的一个子空间的最大维数，该子空间上 E∗∗ 为负定的。我们将证明下面的定
理：

定理 15.1 (Morse). E∗∗ 的指标 λ 等于 γ(0) 沿 γ 的共轭点 γ(t)（0 < t < 1）的个数；每个这样的
共轭点都是按照它的重数来计数的。这个指标 λ 总是有限的2。

作为一个直接推论，我们有

推论 15.2. 一个测地线段 γ : [0, 1] →M 只能包含有限多个沿 γ 与 γ(0) 的共轭点。

为了证明定理 15.1，我们首先来估计 λ 的值，方法是：把向量空间 TΩγ 分成两个相互正交的
子空间，使得 E∗∗ 在其中之一上是正定的。
每个点 γ(t) 包含在一个开集 U 中使得 U 的任意两点都由唯一一条极小测地线连接起来，而这

条测地线微分依赖于它的端点（见 §10）。选择单位区间的一个划分 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 足够
精细，使得每个线段 γ|[ti−1,ti] 都位于开集 U 的内部，并且使得每个 γ|[ti−1,ti] 都是极小测地线。

令 TΩγ(t0, t1, t2, . . . , tk) ⊂ TΩγ 是一个向量空间，由沿 γ 的所有这样的向量场 W 组成：

(1) 对每个 i，W |[ti−1,ti] 都是沿 γ|[ti−1,ti] 的 Jacobi 场。

(2) W 在端点 t = 0，t = 1 处为零。

因此，TΩγ(t0, t1, . . . , tk) 是沿 γ 的分段 Jacobi 场组成的一个有限维向量空间。
令 T ′ ⊂ TΩγ 是一个向量空间，由所有满足下述条件的向量场 W ∈ TΩγ 组成：W (t0) =

0,W (t1) = 0,W (t2) = 0, . . . ,W (tk) = 0。

引理 15.3. 向量空间 TΩγ 分裂成直和 TΩγ(t0, t1, t2, . . . , tk) ⊕ T ′。这两个子空间关于内积 E∗∗ 相
互正交。此外，E∗∗ 在 T ′ 上的限制是正定的。

2关于这个结果的推广，见 [32]。
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证明. 给定任意向量场 W ∈ TΩγ 令 W1 记为 TΩγ(t0, t1, t2, . . . , tk) 中唯一“分段 Jacobi 场”使得
对于 i = 0, 1, . . . , k 有 W1(ti) =W (ti)。从注 14.5 得到 W1 存在并且是唯一的。显然 W −W1 属于
T ′。因此，两个子空间 TΩγ(t0, t1, . . . , tk) 和 T ′ 生成 TΩγ，并且仅有零向量场这一共同点。
如果 W1 属于 TΩγ(t0, t1, t2, . . . , tk) 而 W2 属于 T ′，则第二变分公式（定理 13.1）具有形式

1

2
E∗∗(W1,W2) = −

∑
t

〈
W2(t),∆t

DW1

dt

〉
−
∫ 1

0

〈W2, 0〉dt = 0.

因此，这两个子空间关于 E∗∗ 是相互正交的。

对于任意 W ∈ TΩγ，Hesse 泛函 E∗∗(W,W ) 可以解释为二阶导数
d2E ◦ α

du2 (0)，其中 α :

(−ε, ε) → Ω 是 γ 的任意一个变分，其变分向量场
dα
du (0) 等于 W（与注 13.5 比较）。如果 W

属于 T ′，则可假设我们选取的 α 使得 γ(t0), γ(t1), . . . , γ(tk) 这些点保持固定。换言之，我们可以假
设对于 i = 0, 1, . . . , k 有 α(u)(ti) = γ(ti)。
证明当 W ∈ T ′ 时，E∗∗(W,W ) ⩾ 0。事实上，每个 α ∈ Ω 都是一条从 γ(0) 到 γ(t1) 到 γ(t2)

到 · · · 到 γ(1) 的逐段光滑路径。但每个 γ|[ti−1,ti] 是一条极小测地线，并且因此与连接其端点的任
意其它路径相比具有较小的能量。这证明了

E(α(u)) ⩾ E(γ) = E(α(0)).

因此，二阶导数在 u = 0 处的值必须 ⩾ 0。
现证当 W ∈ T ′ 且 W 6= 0 时，E∗∗(W,W ) > 0。假设 E∗∗(W,W ) = 0。则 W 就位于 E∗∗ 的零

化子空间中。事实上，对于任意 W1 ∈ TΩγ(t0, t1, . . . , tk)，我们已经看到 E∗∗(W1,W ) = 0。对于任
意 W2 ∈ T ′，不等式

0 ⩽ E∗∗(W + cW2,W + cW2) = 2cE∗∗(W2,W ) + c2E∗∗(W2,W2)

对于 c 所有取值成立，所以 E∗∗(W2,W ) = 0。因此，W 位于零化子空间中。但 E∗∗ 的零化子空间
是由 Jacobi 场组成的。因为 T ′ 不包含除零外的 Jacobi 场，这意味着 W = 0。
因此，二次型 E∗∗(W,W ) 在 T ′ 上是正定的。这就完成了引理 15.3 的证明。

一个直接结果如下：

引理 15.4. E∗∗ 的指标（或零化数）等于 E∗∗ 限制在分段 Jacobi 场组成的子空间 TΩγ(t0, t1, . . . , tk)

上的指标（或零化数）。特别地，（因为 TΩγ(t0, t1, . . . , tk) 是有限维向量空间）指标 λ 总是有限的。

证明很直接。
令 γτ 表示 γ 限制到区间 [0, τ ]。因此，γτ : [0, τ ] → M 是一个从 γ(0) 到 γ(τ) 的测地线。令

λ(τ) 表示与这条测地线相关的 Hesse 泛函 (Eτ
0 )∗∗ 的指标。因此 λ(1) 是我们实际尝试计算的指标。

首先注意到：

结论 1. λ(τ) 是 τ 的单调函数。

对于如果 τ < τ ′，则存在一个 λ(τ) 维向量空间 V，其组成元素是沿 γτ 的向量场，在 γ(0) 和
γ(τ) 处为零，使得 (Eτ

0 )∗∗ 在这个向量空间上是负定的。V 中的每个向量场都可以扩展为沿 γτ ′ 的
向量场，其在 γ(τ) 和 γ(τ ′) 之间恒为零。因此，我们获得一个由沿 γτ ′ 的场组成的 λ(τ) 维向量空
间，使得 (Eτ ′

0 )∗∗ 在其上是负定的。因此，λ(τ) ⩽ λ(τ ′)。

结论 2. 当 τ 取小值时，λ(τ) = 0。
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对于如果 τ 充分小，则 γτ 是一条极小测地线，因此根据引理 13.6 有 λ(τ) = 0。
现在让我们来考查 λ(τ) 的间断点。首先注意到 λ(τ) 是左连续的。

结论 3. 对于所有足够小 ε > 0，我们有 λ(τ − ε) = λ(τ)。

证明. 根据引理 15.3，数 λ(1) 可以被解释为有限维向量空间 TΩγ(t0, t1, . . . , tk) 上的一个二次型指
标。我们可以假设所取的划分使得 ti < τ < ti+1。则指标 λ(τ) 可以被解释为沿 γτ 的分段 Jacobi 场
的对应的向量空间上的一个二次型 Hτ 的指标。这个向量空间可以使用 [0, τ ] 的划分 0 < t1 < t2 <

· · · < ti < τ 构造。因为一个分段 Jacobi 场由它在断点 γ(ti) 处的值唯一确定的，这个向量空间同构
于直和

Σ = TMγ(t1) ⊕ TMγ(t2) ⊕ · · · ⊕ TMγ(ti).

注意到这个向量空间 Σ 独立于 τ。显然，Σ 上的二次型 Hτ 是随 τ 连续变化的。
现在 Hτ 在一个 λ(τ) 维的子空间 V ⊂ Σ 上是负定的。对于所有充分接近于 τ 的 τ ′ 而言，所

得到的 Hτ ′ 在 V 上是负定的。因此，λ(τ ′) ⩾ λ(τ)。但是如果 τ ′ = T − ε < τ，则根据结论 1 我们
也有 λ(τ − ε) ⩽ λ(τ)。因此，λ(τ − ε) = λ(τ)。

结论 4. 令 ν 是 Hesse 泛函 (Eτ
0 )∗∗ 的零化数，则对于所有充分小的 ε > 0，我们有

λ(τ + ε) = λ(τ) + ν.

因此，当变量 t 经过重数为 ν 的共轭点时，函数 λ(t) 的跳跃是 ν，除此之外，这个函数是连续
的。这个结论显然完全证明了指标定理。

证明. 现在来证明 λ(τ + ε) ⩽ λ(τ) + ν。令 Hτ 和 Σ 如结论 3 的证明所述。因为 ∼ Σ = ni，我们看
到 Hτ 在某个 ni − λ(τ) − ν 维子空间 V ′ ⊂ Σ 上是正定的。对于所有充分靠近 τ 的 τ ′，从此可得
Hτ 在 V ′ 上是正定的。因此

λ(τ ′) ⩽ dimΣ− dimV ′ = λ(τ) + ν.

现在来证明 λ(τ + ε) ⩾ λ(τ) + ν。令 W1, . . . ,Wλ(τ) 是 λ(τ) 个沿 γτ 的向量场，它们在两个端
点处均为零，使得矩阵

((Eτ
0 )∗∗(Wi,Wj))

是负定的。令 J1, . . . , Jν 是沿 γτ 的 ν 个线性无关的 Jacobi 场，也都在两个端点处为零。注意到 ν

个向量
DJh
dt (τ) ∈ TMγ(τ)

是线性无关的。因此可以选择沿 γτ+ε 的 ν 个向量场 X1, . . . , Xν，使得矩阵(〈
DJh
dt (τ), Xk(τ)

〉)
等于 ν × ν 单位矩阵。对于 τ ⩽ t ⩽ τ + ε 通过令向量场 Wi 和 Jh 等于零，我们把向量场 Wi 和 Jh

扩展到 γτ+ε 上。
使用第二变分公式，我们很容易看到

(Eτ+ε
0 )∗∗(Jh,Wi) = 0

(Eτ+ε
0 )∗∗(Jh, Xk) = 2δhk (Kronecker delta).
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现在令 c 是一个小数，并且考虑 λ(τ) + ν 个沿 γτ+ε 向量场

W1, . . . ,Wλ(τ), c
−1J1 − cX1, . . . , c

−1Jν − cXν .

我们声明这些向量场张成一个 λ(τ) + ν 维向量空间，在这个空间上二次型 (Eτ+ε
0 )∗∗ 是负定的。事

实上，(Eτ+ε
0 )∗∗ 关于这个基底的矩阵是(

(Eτ
0 )∗∗(Wi,Wj) cA

cAT −4I + c2B

)
,

其中，A 和 B 是确定矩阵。如果 c 充分小，这个复合矩阵必为负定矩阵。这证明了结论 4。

指标定理 15.1 显然从结论 2、3和4得到。

§ 16. Ωc 的有限维逼近

令 M 是一个连通 Riemann 流形，并且令 p 和 q 是 M 的两点（不必相异）。从 p 到 q 的所有
逐段 C∞ 路径的集合 Ω = Ω(M ; p, q) 可以赋予拓扑结构如下。令 ρ 表示来自 M 的 Riemann 度规
的拓扑度规。给定 ω，ω′ ∈ Ω，分别具有弧长 s(t)，s′(t)，定义它们的距离 d(ω, ω′) 为

max
0⩽t⩽1

ρ(ω(t), ω′(t)) +

[∫ 1

0

(
ds
dt −

ds′
dt

)2

dt
] 1

2

.

（加上最后一项是为了使得能量函数

Eb
a(ω) =

∫ b

a

(
ds
dt

)2

dt

称为从 Ω 到实数域的连续函数。）这个度规诱导出 Ω 上所要求的拓扑结构。
给定 c > 0，令 Ωc 表示闭子集 E−1([0, c]) ⊂ Ω，并且令 IntΩc 表示开子集 E−1([0, c))，其中

E = E1
0 : Ω → R 是能量函数。我们将研究 Ωc 的拓扑，通过构造它的一个有限维逼近。
选择单位区间的一个划分 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1。令 Ω(t0, t1, . . . , tk) 是 Ω 的由路径

ω : [0, 1] →M 组成的一个子空间使得

(1) ω(0) = p 且 ω(1) = q，

(2) 对于每个 i = 1, . . . , k，ω|[ti−1,ti] 都是测地线。

最后我们定义子空间
Ω(t0, t1, . . . , tk)

c = Ωc ∩ Ω(t0, t1, . . . , tk),

IntΩ(t0, t1, . . . , tk)c = (IntΩc) ∩ Ω(t0, t1, . . . , tk).

引理 16.1. 令 M 是一个完备的 Riemann 流形，c 是一个固定的正数，使得 Ωc 6= ∅。则对于 [0, 1]

的所有充分精细划分 (t0, t1, . . . , tk)，集合 IntΩ(t0, t1, . . . , tk)c 可以自然地赋予一个有限维光滑流形
的结构。

证明. 令 S 表示球体
{x ∈M : ρ(x, p) ⩽

√
c}.

注意到每个路径 ω ∈ Ωc 都位于子集 S ⊂M 中。这可以从不等式 L2 ⩽ E ⩽ c 推出。
因为 M 是完备，所以 S 是一个紧致集。因此通过推论 10.8，存在 ε > 0 使得只要 x, y ∈ S 且

ρ(x, y) < ε，则从 x 到 y 有唯一一条长度 < ε 的测地线，并且使得这个测地线微分依赖于 x 和 y。
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选择 [0, 1] 的划分 (t0, t1, . . . , tk)，使得每个 ti − ti−1 相差都小于
ε2

c
。则对于每条分段测地线

ω ∈ Ω(t0, t1, . . . , tk)
c

我们有
(Ltiti−1

)2 = (ti − ti−1)(E
ti
ti−1

ω) ⩽ (ti − ti−1)(Eω)

⩽ (ti − ti−1)c < ε2

因此，测地线 ω|[ti−1,ti] 由两个端点唯一确定，且可微地依赖于这两个端点。
分段测地线 ω 由 (k − 1)-元组

ω(t1), ω(t2), . . . , ω(tk−1) ∈M ×M × · · · ×M

唯一确定。显然，这个对应关系
ω → (ω(t1), . . . , ω(tk−1))

定义了一个 IntΩ(t0, t1, . . . , tk)c 和 (k− 1) 重乘积 M ×M × · · · ×M 的一个确定开子集之间的同胚
映射。从乘积中继承可微结构，这完成了引理 16.1 的证明。

为了简化记号，让我们用 B 表示分段测地线的这个流形 IntΩ(t0, t1, . . . , tk)c。令

E′ : B → R

表示能量函数 E : Ω → R 在 B 上的限制。

定理 16.2. 函数 E′ : B → R 是光滑的。此外，对于每个 a < c，集合 Ba = (E′)−1[0, a] 是紧致的，
并且是对应集合 Ωa 的一个形变收缩核3。E′ 点的临界点正好就是 E 在 IntΩc 中的临界点，即是从
p 到 q 长度小于

√
c 的非分段测地线。在每个这样的临界点 γ 处，Hesse 泛函 E′

∗∗ 的指标（或零化
数）等于 E∗∗ 在 γ 处的指标（或零化数）。

因此，有限维流形 B 为无限维路径空间 IntΩc 提供一个忠实模型。作为一个直接推论，我们有
下面的基本结果。

定理 16.3. 令 M 是一个完备的 Riemann 流形，并且令 p, q ∈M 是两点，其沿任意长度 ⩽ √
a 的

测地线相互不共轭。于是，Ωa 具有一个有限 CW 复形的同伦型。对于 Ωa 中每条测地线对应一个
维数为 λ 的胞腔，且在该测地线上 E∗∗ 的指标为 λ。

（特别地，这个定理断言：Ωa 只包含有限多测地线。）

证明. 这个定理从定理 16.2 和定理 3.5 得出。

定理 16.2 的证明. 因为分段测地线 ω ∈ B 光滑依赖于 (k − 1) 元组

ω(t1), ω(t2), . . . , ω(tk−1) ∈M ×M × · · · ×M,

显然，能量 E′(ω) 也光滑依赖于这个 (k − 1) 元组。事实上，我们有显式公式

E′(ω) =
k∑
i=1

ρ(ω(ti−1), ω(ti))
2

(ti − ti−1)
.

3类似地，B 本身是 Int Ωc 的形变收缩核。
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对于 a < c，集合 Ba 同胚于所有 (k − 1) 元组 (p1, . . . , pk−1) ∈ S × S × · · · × S 的集合使得

k∑
i=1

ρ(pi−1, pi)
2

ti − ti−1

⩽ a.

（这里需要理解：p0 = p，pk = q）。这个集合作为一个紧致集合的一个闭子集，当然也是紧致的。收
缩映射 r : IntΩc → B 定义如下。令 r(ω) 表示 B 中唯一分段测地线使得每个 r(ω)|[ti−1,ti] 是从
ω(ti−1) 到 ω(ti) 长度 < ε 的一条测地线。不等式

ρ(p, ω(t))2 ⩽ (Lω)2 ⩽ Eω < c

意味着 ω[0, 1] ⊂ S。因此，不等式

ρ(ω(ti−1), ω(ti))
2 ⩽ (ti − ti−1)(E

ti
ti−1

ω) <
ε2

c
· c = ε2

意味着 r(ω) 可以这样定义。
显然，E(r(ω)) ⩽ E(ω) < c。收缩映射 r 又可以装配成一个单参数映射族

ru : IntΩc → IntΩc

如下：对于 ti−1 ⩽ u ⩽ ti，令
ru(ω)|[0,ti−1] = r(ω)|[0,ti−1],

ru(ω)|[ti−1,u] =从 ω(ti−1) 到 ω(u) 的极小测地线,

ru(ω)|[u,1] = ω|[u,1].

则 r0 是 IntΩc 的恒等映射，并且 r1 = r。容易验证 ri(ω) 作为二元函数是连续的。这证明了 B 是
IntΩc 的形变收缩核。
因为 E(ru(ω)) ⩽ E(ω)，所以 Ba 显然也是 Ωa 的形变收缩核。
每条测地线也是一条分段测地线，所以 E 在 IntΩc 中的每个“临界点”显然自动位于子流形 B

中。使用第一变分公式（定理 12.2），显然 E′ 的临界点正好是非分段测地线。
考虑流形 B 在测地线 γ 处的切空间 TBγ。如 §15 所述，这个空间恒同于沿 γ 的分段 Jacobi

场组成的空间 TΩγ(t0, t1, . . . , tk)。这个恒同关系可以阐述如下。令

α : (−ε, ε) → B

是通过分段测地线的 γ 的任意变分。则沿 γ 的对应变分向量场
∂α

∂u
(0, t) 显然是一个分段 Jacobi 场

（与引理 14.3 比较）。
现在命题 E∗∗ 在 γ 处的指标（或零化数）等于 E′

∗∗ 在 γ 处的指标（或零化数）是引理 15.4 的
直接推论。这完成了定理 16.2 的证明。

注. 作为这个定理的一个推论，我们获得一个完备流形的连接两个给定点 p，q 的一条极小测地线的
存在性的另一种替代证明。因为如果 Ωa(p, q) 非空，则对应的集合 Ba 是紧致且非空的。因此，连
续函数 E′ : Ba → R 将在某点 γ ∈ Ba 处取其极小值。这个 γ 就是所要求的极小测地线。

§ 17. 全路径空间的拓扑结构

令 M 是一个具有 Riemann 度规 g 的 Riemann 流形，并且令 ρ 是诱导拓扑度规。令 p 和 q 是
M 的两点（不必相异）。



第三章 对变分学的应用：测地线 57

在同伦理论中，我们研究从 p 到 q 的所有连续路径

ω : [0, 1] →M

的空间 Ω∗，具有紧致开拓扑。这个拓扑也可以描述为由度规

d∗(ω, ω′) = max
t
ρ(ω(t), ω′(t))

诱导出的拓扑结构。另一方面，我们一直在研究从 p 到 q 的逐段 C∞ 路径组成的空间 Ω，其度规为

d(ω, ω′) = d∗(ω, ω′) +

[∫ 1

0

(
ds
dt −

ds′
dt

)2

dt
] 1

2

.

因为 d ⩾ d∗，所以自然映射
i : Ω → Ω∗

是连续的。

定理 17.1. 这个自然映射 i 是 Ω 和 Ω∗ 之间的同伦等价。

（增加于 1968 年 6 月。下面的证明基于 Jr. W. B. Houston 的建议，他指出笔者对定理 17.1 的
原始证明是错误的。该原始证明使用了一个所谓的同伦逆映射 Ω → Ω∗，而该映射实际上甚至不是
连续。）

证明. 我们将使用这样一个事实：M 的任意点都有一个开邻域 N，该邻域在下面的意义下是“测地
凸”的：N 中任意两点都可以由一条唯一极小测地线连接，这条测地线完全位于 N 内，并且微分依
赖于端点。（这个结果归功于 J. H. C. Whitehead。见例子 [33]，第 246 页、[26]，第 53 页或 [34]，
第 134 页）。
选择一族这样的测地凸开集 Nα 来覆盖 M。划分区间 [0, 1] 为 2k 个子区间

[
j − 1

2k
,
j

2k

]
，令 Ω∗

k

表示所有从 p 到 q 的连续路径 ω 的集合，它们满足下面的条件：每个子区间
[
j − 1

2k
,
j

2k

]
的下的像

应该包含在覆盖中某个集合 Nα 中。
显然，每个 Ω∗

k 是从 p 到 q 的所有路径空间 Ω∗ 的一个开子集，并且显然 Ω∗ 是序列

Ω∗
1 ⊂ Ω∗

2 ⊂ Ω∗
3 ⊂ · · ·

的并。类似地，对应的集合
Ωk = i−1(Ω∗

k)

是 Ω 的开子集，并且它们的并集等于 Ω。
我们将首先说明自然映射

(i|Ωk
) : Ωk → Ω∗

k

是一个同伦等价。对于每个 ω ∈ Ω∗
k，令 h(ω) ∈ Ωk 是一条分段测地线，它在参数值 t =

j

2k
，j =

0, 1, 2, . . . , 2k 处与 ω 相一致，并且在每个中间区间
[
j − 1

2k
,
j

2k

]
内是一条极小测地线。这个构造定

义了一个函数
h : Ω∗

k → Ωk,

并且不难验证 h 是连续的。
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正如第55页的定理 16.2 的证明，可以验证复合映射 (i|Ωk
) ◦ h 与 Ω∗

k 上的恒等映射同伦，并且
复合映射 h ◦ (i|Ωk

) 与 Ωk 上的恒等映射同伦。这证明了 i|Ωk
是一个同伦等价。

为了完成定理 17.1，我们利用附录中的结果。使用第66页上的例 2，注意到空间 Ω 是子集序列
Ωk 的同伦直极限。类似地，注意到 Ω∗ 是子集序列 Ω∗

k 的同伦直极限。因此，定理 A (第66页) 说明
i : Ω → ∗ 是一个同伦等价。这完成了定理 17.1 的证明。

已知空间 Ω∗ 具有 CW 复形的同伦型（见 [35]）。因此，我们有

推论 17.2. Ω 具有一个 CW 复形的同伦型。

这个论述可以加强如下：

定理 17.3 (Morse 理论的基本定理). 令 M 是一个完备 Riemann 流形，并且令 p, q ∈M 是两个点，
沿任意测地线不共轭。则 Ω(M ; p, q)（或 Ω∗(M ; p, q)）具有一个可数 CW 复形的同伦型：对于每条
从 p 到 q 指标为 λ 的测地线，这个复形有一个 λ 维胞腔。

证明. 证明类似于定理 3.5 的证明一样。选择一系列实数 a0 < a1 < a2 < · · ·，都不是能量函数 E

的临界值，使得每个区间 (ai−1, ai) 正好包括一个临界值。考虑序列

Ωa0 ⊂ Ωa1 ⊂ Ωa2 ⊂ · · · ,

其中，我们可以假设 Ωa0 是空集。从定理 16.2 以及注 3.3 和引理 3.7 得到每个 Ωai 的同伦型等同于
在 Ωai−1 粘上有限个胞腔所得到的同伦型：对于 E−1(ai−1, ai) 中每一条指标为 λ 的测地线，粘上一
个 λ维胞腔。现在，正如定理 3.5的证明中一样，我们构造一个序列 CW复形 K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · ·
具有所要求的那种胞腔，并且构造一个序列的同伦等价

Ωa0 ⊂ Ωa1 ⊂ Ωa2 ⊂ · · ·

K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · ·

令 f : Ω → K 是直极限映射，显然，f 诱导各维数同伦群的同构。由于已知 Ω 具有一个 CW 复形
的同伦型（推论 17.2），从 Whitehead 定理可得 f 是一个同伦等价。证毕。（对于一个不使用定理
17.1 的另一种证明见附录，第66页）。

例 (球面 Sn 的路径空间). 假设 p 和 q 是 Sn 上两个非共轭点，即假设 q 6= p, p′，其中 p′ 表示 p 的
对径点。则存在从 p 到 q 的可数多条测地线 γ0, γ1, γ2, . . . 如下：令 γ0 表示从 p 到 q 的短大圆弧，
γ1 表示长大圆弧 pq′p′q，γ2 表示大圆弧 pqp′q′pq 等等。γk 的下标 k 表示 p 或 p′ 出现在其内部的
次数。

p′q′

p q
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指标 λ(γk) = µ1 + · · · + µk 等于 k(n − 1)，因为这个弧段内容的每个 p 或 p′ 都与 p 共轭，重
数是 n− 1。因此，我们有

推论 17.4. 路径空间 Ω(Sn)具有一个 CW复形的同伦型，该复形在维数 0, n−1, 2(n−1), 3(n−1), . . .

各有一个胞腔。

对于 n > 2，Ω(Sn) 的同调群可以根据上面的信息直接算出。因为 Ω(Sn) 在无限多个维数具有
非零同调群，我们可以得出结论：

推论 17.5. 令 M 具有 Ω(Sn) 的同伦型，对于 n > 2。则 M 上任意两个非共轭点都可由无限多条
测地线连接起来。

这是因为 Ω∗(M) 的同伦型（因而 Ω(M) 的同伦型）只依赖于 M 的同伦型。因此，在 Ω(M) 中
至少存在一条指标为 0 的测地线，至少存在一条指标为 n− 1、2(n− 1)、3(n− 1) 等的测地线。

注. 更一般地，如果 M 是任意一个不缩为一点的完备流形，则 M 的任意两个非共轭点都可由无限
多条测地线连接起来。见 [36]，第 484 页。

作为推论 17.5的另一个应用，我们可以给出 Freudenthal悬垂定理的一个证明（与推论 22.3比
较）。

§ 18. 非共轭点的存在性

当 p 和 q 沿任意测地线都不互为共轭点时，定理 17.3 对空间 Ω(M ; p, q) 给出了一个较好的描
述。本节将通过证明这类非共轭点总是存在，从而论证这一结果。
回忆：设 f : N → M 是两个同维度流形之间的光滑映射。如果在点 x ∈ N 处，切空间之间所

诱导的映射
f∗ : TNx → TMf(x)

不是一对一的。我们把这个定义用于指数映射

exp = expp : TMp →M.

（我们将假设 M 是完备的，使得 exp 处处有定义。然而，这个假设可以很容易地去掉。）

定理 18.1. 点 exp(v) 沿着从 p 到 exp(v) 的测地线 γv 与 p 共轭，当且仅当指数映射 exp 在 v 处
是临界的（critical）。

证明. 假设 exp 在 v ∈ TMp 处是临界的，则存在某个非零的 X ∈ T (TMp)v（这是看成流形的 TMp

在 v 处的切空间），使得 exp∗(X) = 0。令 u 7→ v(u) 是 TMp 中的一条路径，使得 v(0) = v 和
dv
du(0) = X。则由 α(u, t) = exp(tv(u)) 定义的映射 α，其是由 t 7→ exp(tv) 给出的测地线 γv 的测

地线变分。因此，由 t 7→ ∂

∂
(exp(tv(u)))

∣∣∣∣
u=0

给出的向量场 W 是沿着 γv 的一个 Jacobi 场。显然，

W (0) = 0。我们也有

W (1) =
∂

∂u
(exp(v(u)))

∣∣∣∣
u=0

= exp∗
dv(u)

du (0) = exp∗X = 0.

但是这个场并不恒为零，因为

DW
dt (0) =

D
du

∂

∂t
(exp(tv(u)))

∣∣∣∣
(0,0)

=
D
duv(u)

∣∣∣∣
u=0

6= 0.
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所以，存在从 p 到 exp(v) 沿着 γv 的非零 Jacobi 场，在这些点处为零，因此 p 和 exp v 沿 γv 共轭。
现在假设 exp∗ 在 v 处是非奇异的。在 T (TMp)v 中选择 n 个线性无关向量 X1, . . . , Xn。则

exp∗(X1), . . . , exp∗(Xn)是线性无关的。在 TMp 中选择路径 u 7→ v1(u), . . . , u 7→ vn(u)，满足 vi(0) =

v 和
dvi(u)

du (0) = Xi。
于是，如上所构造的 α1, . . . , αn 提供了沿测地线 γv 的 n 个 Jacobi 场 W1, . . . ,Wn，它们在点

p 处为零。因为 Wi(1) = exp∗(Xi) 是线性无关的，因此这些 Wi 的任意非平凡线性组合都不可能在
exp v 处为零。又因为 n 是沿 v 且在 p 处为零的 Jacobi 场空间的维数，显然沿 γb 不存在在 p 和
exp v 两点同时为零的非平凡 Jacobi 场。证毕。

推论 18.2. 令 p ∈M。则对于几乎所有 q ∈M，p 和 q 沿任意测地线相互不共轭。

证明. 直接从定理 18.1 以及 Sard 定理 6.1 得到。

§ 19. 拓扑与曲率之间的某些关系

本节要讨论“负曲率”流形或“正曲率”流形上的测地线的行为。

引理 19.1. 假设对于每个 p ∈M 和切空间 TMp 中每一对向量 A，B 有 〈R(A,B)A,B〉 ⩽ 0。那么，
M 的任意两点沿任意测地线都不共轭。

证明. 令 γ 是一条测地线，其速度向量场为 V；并且令 J 是沿 γ 的一个 Jacobi 场。则

D2J

dt2 +R(V, J)V = 0

使得 〈
D2J

dt2 , J
〉

= −〈R(V, J)V, J〉 ⩾ 0.

因此
d
dt

〈
DJ
dt , J

〉
=

〈
D2J

dt2 , J
〉
+

∥∥∥∥DJ
dt

∥∥∥∥2 ⩾ 0.

因此，函数
〈

DJ
dt , J

〉
是单调递增的，并且在

DJ
dt 6= 0 时是严格单调递增的。

如果 J 在 0 和 t0 > 0 处同时为零，则函数
〈

DJ
dt , J

〉
在 0 和 t0 处也同时为零，并且因此在整

个区间 [0, t0] 上必定恒为零。这意味着

J(0) =
DJ
dt (0) = 0,

使得 J 恒为零。证毕。

注. 如果 A 和 B 是在 p 处的正交单位向量，则量 〈R(A,B)A,B〉 被称为由 A 和 B 确定的截面曲
率（sectional curvature）。它等于曲面

(u1, u2) 7→ expp(u1A+ u2B)

的 Gauss 曲率，这个曲面是由通过 p 的测地线张成的，这些测地线的速度向量属于由 A 和 B 张成
的子空间（见例 [28]，第 101 页）。
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[直观上，一个流形的曲率可以用这个流形内部的“光学”描述如下。假设我们把测地线考虑成
光线的路径。考虑在 p 处的一个观察者，朝着指向点 q = exp(rU) 的单位向量 U 的方向进行观测。
在点 q 处长度为 L 的一个小线段，指向对应于单位向量 W ∈ TMp 的方向，对观察者而言，它的长
度为

L

(
1 +

r2

6
〈R(U,W )U,W 〉+ (包含r的高次幂的项)

)
.

因此，如果截面曲率为负，则任意对象看起来都比它实际上更短。在 q 处半径为 ε 的一个小球

面，看起来就会是主半径分别是 ε

(
1 +

r2

6
K1 + · · ·

)
, . . . , ε

(
1 +

r2

6
Kn + · · ·

)
的一个椭球面，其

中 K1, . . . ,Kn 表示线性变换 W 7→ R(U,W )U 的特征值。体积为 v 的任意小物体，看起来具有体积

v

(
1 +

r2

6
(K1 +K2 + · · ·+Kn) + (高阶项)

)
,

其中，K1 + · · ·+Kn 等于“Ricci 曲率”K(U,U)，如本节之后定义。]
这里有一些曲率 ⩽ 0 的完备流形的熟悉的例子：

(1) Euclid 空间，曲率为 0。

(2) 抛物面 z = x2 − y2，曲率 < 0。

(3) 旋转双曲面 x2 + y2 − z2 = 1，曲率 < 0。

(4) 螺旋面 x cos z + y sin z = 0，曲率 < 0。

注. 在所有这些例子中，曲率全都取任意接近于零的值。现在还不知道，三维空间中是否存在一个
完备曲面，曲率为负，但上确界不为零。

一个处处截面曲率为负的流形的著名例子是伪球面

z = −
√
1− x2 − y2 + sech−1

√
x2 + y2, z > 0

其 Riemann 度规由 R3 诱导出。这里 Gauss 曲率具有常数值 −1。
在这个曲面上，没有测地线具有共轭点，尽管两条测地线可能在不止一个点相交。伪球面给出了

一种非 Euclid几何，其中任意三角形的内角和都小于 π弧度。这个流形是不完备的。事实上，Hilbert
的一个定理说明：任意常值负曲率的完备曲面都不能嵌入 R3。（例如，见 [37]，第 137 页）。
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然而，确实存在常值负曲率的完备 Riemann 流形（例如，见 [28]，第 114-117 页）。这样一个
流形甚至可以是紧致的，例如，亏格 ⩾ 2 的一个曲面（与 [38] 的第 228 页比较）。

定理 19.2 (Cartan4). 假设 M 是单连通的完备 Riemann 流形，截面曲率 〈R(A,B)A,B〉 处处 ⩽ 0。
于是，M 的任意两点都可由唯一一条测地线连接起来。此外，M 微分同胚于 Euclid 空间 Rn。

证明. 因为不存在共轭点，所以从指标定理可得从 p 到 q 的每一条测地线都具有指标 λ = 0。于是，
定理 17.3 断言：路径空间 Ω(M ; p, q) 具有一个零维 CW 复形的同伦型，对于每条测地线这个复形
有一个顶点。

M 是单连通的假设意味着 Ω(M ; p, q) 是连通的。因为一个连通的零维 CW 复形必须是一个点
组成，所以从 p 到 q 恰好有一条测地线。
因此，指数映射 expp : TMp →M 是一一到上的映射。但是，从定理 18.1 得到 expp 处处都是

非临界的，使得 expp 局部是一个微分同胚。结合这两个事实，我们看出 expp 是一个整体微分同胚。
这就完整证明了定理 19.2。

更一般地，假设 M 不是单连通的，但却是完备的，并且截面曲率 ⩽ 0。（例如，M 可以是一个
平直环面 S1 × S1，或者一个亏格 ⩾ 2 的紧致曲面具有负曲率）。则定理 19.2 适用于 M 的泛覆叠空
间 M̃。因为，显然可见 M̃ 从 M 处继承了一个 Riemann 度规，其中 M 是测地完备流形，并且具
有截面曲率 ⩽ 0。
给定两点 p, q ∈M，从 p 到 q 路径的每个同伦类恰好包含一条测地线。
M̃ 是可缩的事实在 M 的拓扑结构上加上很强的限制。例如：

推论 19.3. 如果 M 是完备的且满足 〈R(A,B)A,B〉 ⩽ 0，则对于 i > 1，同伦群 πi(M) 为零；并且
π1(M) 除了恒元外不含任意有限阶元素。

证明. 显然，对于 i > 1，有 πi(M) = πi(M̃)。因为 M̃ 是可缩的，所以上同调群 Hk(M) 可以等同
于群 π1(M) 的上同调群 Hk(π1(M))。（例如，见 [46]，第 200-202 页）。现在假设 π1(M) 包含一个
非平凡有限循环子群 G。则对于 M 的一个合适的覆叠空间 M̂，我们有 π1(M̂) = G。因此

Hk(G) = Hk(M̂) = 0 对于 k > n.

但是，一个有限循环群的上同调群在任意高维度是非平凡的。这给出了一个矛盾。证毕。

现在我们来考虑“正曲率”流形。在这种情况下，与其考虑截面曲率，我们不如考虑 Ricci 张量
（有时称为“平均曲率张量”），从而可以得到更为精细的结果。

定义. Riemann 流形 M 在一点 p 处的 Ricci 张量（Ricci tensor）是一个双线性映射

K : TMp × TMp → R

定义如下：令 K(U1, U2) 是从 TMp 到 TMp 的线性变换

W 7→ R(U,W )U2

的迹（按经典术语，张量 K 是由 R 通过缩并得到的）。很容易从引理 9.3 得到 K 是对称的：
K(U1, U2) = K(U2, U1)。

Ricci 张量与截面曲率的关联如下。令 U1, . . . , Un 是切空间 TMp 的标准正交基。

4见 [51]。
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结论. K(Un, Un) 等于截面曲率 〈R(Un, Ui)Un, Ui〉 之和，对于 i = 1, 2, . . . , n− 1。

证明. 按照定义，K(Un, Un) 等于矩阵 (〈R(Un, Ui)Un, Uj〉) 的迹。因为这个矩阵的第 n 个对角线项
为零，所以我们获得如断言所述的 n− 1 个截面曲率之和。

定理 19.4 (Myers5). 假设对 M 的每一点处的每个单位向量 U，Ricci 曲率 K 满足

K(U,U) ⩾ (n− 1)

r2
,

其中，r 是一个正的常数。则 M 上每条长度 > πr 的测地线都包含共轭点，并且因此不是极小测地
线。

证明. 令 γ : [0, 1] → M 是一条长度为 L 的测地线。选择沿 γ 的平行向量场 P1, . . . , Pn，它们在一
点处标准正交，并且因此沿 γ 处处标准正交。我们可以假设 Pn 的指向沿 γ，使得

V =
dγ
dt = LPn 并且

DPn
dt = 0.

令 Wi(t) = (sinπt)Pi(t)。则

1

2
E∗∗(Wi,Wi) = −

∫ 1

0

〈
Wi,

D2Wi

dt2 +R(V,Wi)V

〉
dt

=

∫ 1

0

(sinπt)2(π2 − L2〈R(Pn, Pi)Pn, Pi〉)dt.

对于 i = 1, . . . , n− 1 求和，我们获得

1

2

n−1∑
i=1

E∗∗(Wi,Wi) =

∫ 1

0

(sin(πt))2((n− 1)π2 − L2K(Pn, Pn))dt.

现在如果 K(Pn, Pn) ⩾
n− 1

r2
并且 L > πr，则这个表达式 < 0。因此，对于某些 i，E∗∗(Wi,Wi) < 0。

这意味着 γ 的指标是正的，并且因此根据指标定理，γ 包含共轭点。因而可得 γ 不是一个极小测地
线。事实上，如果 α : (−ε, ε) → Ω 是一个变分，具有变分向量场 Wi，则对于 u = 0，有

dE(α(u))

du = 0,
d2E(α(u))

du2 < 0,

因此，对于充分小的 u 6= 0，有 E(α(u)) < E(γ)。证毕。

例. 如果 M 是半径为 r 的球面，则每个截面曲率等于
1

r2
。因此，K(U,U) 取常数值

n− 1

r2
。从定

理 19.4 可得每个长度 > πr 的测地线包含共轭点：一个最好的可能结果。

推论 19.5. 如果 M 是完备的，并且对于所有单位向量 U 有 K(U,U) ⩾ n− 1

r2
> 0，则 M 是紧致

的，其直径 ⩽ πr。

证明. 如果 p, q ∈M 并且令 γ 是从 p 到 q 的极小测地线，则 γ 的长度必须 ⩽ πr。因此，所有点之
间的距离 ⩽ πr。因为完备流形中的有界闭集是紧致的，由此可得 M 本身是紧致的。

这个推论也适用于 M 的泛覆叠空间 M̃。因为 M̃ 是紧致的，从此可得基本群 π1(M)是有限的。
这个断言可以加强如下。

定理 19.6. 如果 M 是一个紧致流形，并且如果 M 的 Ricci 张量 K 处处是正定的，则路径空间
Ω(M ; p, q) 具有一个 CW 复形的同伦型，这个复形在每个维度中只有有限多个胞腔。

5见 [48]。
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证明. 因为 M 上所有单位向量 U 组成的空间是紧致的，由此可得连续函数 K(U,U) > 0 取到一个

极小值，我们可以记这个极小值为
n− 1

r2
> 0。则每一条长度 > πr 的测地线 γ ∈ Ω(M ; p, q) 有指标

λ ⩾ 1。
更一般地，考虑长度 ⩾ kπr 的测地线 γ。则一个类似地讨论说明 γ 有指标 λ ⩾ k。事实上，对

于每个 i = 1, 2, . . . , k，我们可以构造沿 γ 的一个向量场 Xi，其在区间
(
i− 1

k
,
i

k

)
之外为零，并且

使得 E∗∗(Xi, Xi) < 0。显然，E∗∗(Xi, Xj) = 0（i 6= j），所以 X1, . . . , Xk 张成 TΩγ 的一个 k 维子
空间，使得 E∗∗ 在这个子空间上是负定的。
现在假设点 p和 q 沿任意测地线不共轭。则根据定理 16.3，从 p到 q 长度 ⩽ kπr 的测地线只有

有限多条。因此，指标 < k 的测地线只有有限多条。再结合定理 17.3，这就完成了所要的证明。

注. 我不知道在 M 可以是完备但非紧致的情况下，这个定理是否仍然为真。目前这个证明肯定是行
不通的，因为在抛物面 z = x2 + y2 这样的流形上，曲率 K(U,U) 的下界不会一致地远离零。

值得研究的是：哪些流形可以承载一种度规，使其所有截面曲率都为正。一个具有启发性的例
子是两个球面的乘积 Sm× Sk，其中 m, k ⩾ 2。对于这个流形，Ricci 张量在处处都是正定的。然而，
在某些确定方向上（对应于平直环面 S1 × S1 ⊂ Sm × Sk）的截面曲率是零。尚且未知是否可以通过
改变 Sm × Sk 度规，使得所有截面曲率是正的。已知如下部分结论：如果存在这样的新度规，则那
么它不可能在 Sm × Sk 上的对合映射 (x, y) 7→ (−x,−y) 下保持不变。这一结论可由 Synge 定理推
出。（见 [49]）。

对于另外一些关于拓扑和曲率的定理，下面的资料是有用的：[50]，[41]，[40]，[45]。
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附录 A 单调的并同伦型

这个附录的目的是要对定理 17.3（Morse 理论的基本定理）的证明中的最后一步给出另一种证
法。给定路径空间 Ω = Ω(M ; p, q)的子集 Ωa0 ⊂ Ωa1 ⊂ Ωa2 ⊂ · · ·，并且给定信息每个 Ωai 具有 CW
复形的同伦型，我们希望证明：并集 Ω 也具有一个确定 CW 复形的同伦型。
更一般地考虑一个拓扑空间 X 和一个子空间序列 X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · ·。X 的同伦型在多大程

度上取决于各个 Xi 的同伦型？
为方便起见，考虑其无限并

XΣ = X0 × [0, 1] ∪X1 × [1, 2] ∪X2 × [2, 3] ∪ · · · .

这个集合作为 X × R 的子集而赋予拓扑。

定义. 我们将称 X 为序列 {Xi} 的同伦直极限（homotopy direct limit），如果由 p(x, τ) = x 定
义的投影映射 p : XΣ → X 是一个同伦等价。

例 1. 假设 X 的每个点位于某些 Xi 的内部，并且 X 是仿紧致的。则使用单位分解，我们可以构
造一个映射

f : X → R

使得对于 x 6= Xi，有 f(x) ⩾ i+ 1，并且对于所有的 x 有 f(x) ⩾ 0。则对应关系 x→ (x, f(x)) 把
X 同胚地映射到 XΣ 的一个子集，这个子集显然是一个形变收缩核。因此，p 是一个同伦等价，并
且 X 是一个同伦直极限。

例 2. 令 X 是一个 CW 复形，并且令 Xi 是子复形，其并集为 X。因为 p : XΣ → X 诱导各维度
同伦群的同构，从 Whitehead 定理可得 X 是同伦直极限。

例 3. 单位区间 [0, 1] 不是闭子集 [0] ∪
[
1

i
, 1

]
的序列的同伦直极限。

这个附录的主要结果是下面的定理。

定理 A. 假设 X 是 {Xi} 的同伦直极限，Y 是 {Yi} 的同伦直极限。令 f : X → Y 是一个把 Xi 映
射到 Yi 的同伦等价映射。则 f 本身也是一个同伦等价。

假设定理 A 成立，可以给出定理 17.3 的另一个证明如下。回忆我们已经构造了同伦等价的一
个交换图

Ωa0 ⊂ Ωa1 ⊂ Ωa2 ⊂ · · ·

K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · ·

由于 Ω = ∪Ωai 和 K = ∪Ki 都是同伦直极限（与前面的例 1和例 2比较），从此可得极限映射 Ω → K

也是一个同伦等价。
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定理 A 的证明. 定义 fΣ : XΣ → YΣ 为 fΣ(x, t) = (f(x), t)。显然只需证明 fΣ 是同伦等价即可。

情形 1： 假设 Xi = Yi，并且（限制 f 而得的）每个映射 fi : Xi → Yi 都同伦于恒等映射。我们必须证
明 fΣ 是一个同伦等价。

注. 在这些条件下，自然会猜想 fΣ 实际上一定会同伦于恒等映射。然而可以给出反例。

对于每个 n，令
hnu : Xn → Xn

是映射的一个单参数映射族，满足 hn0 = fn，hn1 =恒等映射。定义同伦

hu : XΣ → XΣ

如下（其中总有 0 ⩽ t ⩽ 1 和 n = 0, 1, 2, . . .）：

hu(x, n+ t) =


(hnu(x), n+ 2t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

2
,

(hn(3−4t)u(x), n+ 1), 对于
1

2
⩽ t ⩽ 3

4
,

(hn(4t−3)u(x), n+ 1), 对于
3

4
⩽ t ⩽ 1.

取 u = 0，这定义一个映射 h0 : XΣ → XΣ，其显然同伦于 fΣ。另一方面，映射 h1 : XΣ → XΣ

具有下面的性质：

h1(x, n+ t) = (x, n+ 2t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

2
,

h1(x, n+ t) ∈ Xn+1 × [n+ 1], 对于
1

2
⩽ t ⩽ 1.

我们将说明任意这样的映射 h1 是一个同伦等价。事实上，可以定义一个同伦逆 g : XΣ → XΣ

为公式

g(x, n+ t) =


(x, n+ 2t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

2
,

h1

(
x, n+

3

2
− t

)
, 对于

1

2
⩽ t ⩽ 1.

这是良定义的，因为

h1

(
x, n+

1

2

)
= h1(x, n+ 1) = (x, n+ 1).

证明复合映射 h1g 同伦于 XΣ 的恒等映射。注意到

h1g(x, n+ t) =



(x, n+ 4t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

4
,

h1(x, n+ 2t), 对于
1

4
⩽ t ⩽ 1

2
,

h1

(
x, n+

3

2
− t

)
, 对于

1

2
⩽ t ⩽ 1.

定义同伦 Hu : XΣ → XΣ 如下。对于 0 ⩽ u ⩽ 1

2
，令

Hu(x, n+ t) =


h1g(x, n+ t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1− u

2
和对于

1

2
+ u ⩽ t ⩽ 1,

h1(x, n+ 1− u), 对于
1− u

2
⩽ t ⩽ 1

2
+ u.
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这是良定义的，因为

h1g

(
x, n+

1− u

2

)
= h1g

(
x, n+

1

2
+ u

)
= h1(x, n+ 1− u).

现在 H0 等于 h1g，并且 H 1
2
由下式给出

H 1
2
(x, n+ r) =


(x, n+ 4t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

4
,

(x, n+ 1), 对于
1

4
⩽ t ⩽ 1.

显然，这个映射同伦于恒等映射。

因此，h1g 同伦于恒等映射，并且完全类似地讨论说明 gh1 同伦于恒等映射。这王成了情形 1
的证明。

情形 2： 现在令 X 和 Y 是任意空间。对于每个 n，令 gn : Yn → Xn 是 fn 的同伦逆。注意到图

Yn Xn

Yn+1 Xn+1

gn

jn in

gn+1

（其中，in 和 jn 表示包含映射）是同伦交换的。事实上，

ingn ∼ gn+1fn+1ingn = gn+1jnfngn ∼ gn+1jn.

选择一个特殊的同伦 hnu : Yn → Xn+1 满足 hn0 = iggn，hn1 = gn+1jn，并定义 G : YΣ → XΣ 为
公式

G(y, n+ t) =


(gn(y), n+ 2t), 对于 0 ⩽ t ⩽ 1

2
,

(hn2t−1(y), n+ 1), 对于
1

2
⩽ t ⩽ 1.

我们将说明复合映射 GfΣ : XΣ → XΣ 是一个同伦等价。令 Xn
Σ 表示 XΣ 的子集，其由所有满

足 τ ⩽ n 的配对 (x, τ) 组成。（因此，Xn
Σ = X0 × [0, 1]∪ · · · ∪Xn−1 × [n− 1, n]∪Xn× [n]）。复

合映射 GfΣ 把 Xn
Σ 映射到它本身，这个映射同伦于恒等映射。事实上，Xn

Σ 包括 Xn × [n] 作
为形变收缩核，并且映射 GfΣ 限制在 Xn × [n] 上可以和 gnfn 等同起来，所以同伦于恒等映
射。因此，我们可以对序列 {Xn

Σ} 应用情形 1，从而得到结论：GfΣ 是同伦等价。

这证明 fΣ 由一个左同伦逆。一个类似地讨论说明 fΣG : YΣ → XΣ 是一个同伦等价，使得 fΣ

由一个右同伦逆。这证明了 fΣ 是一个同伦等价（与第14页比较）并且完成了定理 A 的证明。

推论. 假设 X 是 (Xi) 的同伦直极限。如果每个 Xi 具有一个 CW 复形的同伦型，则 X 本身具有
一个 CW 复形的同伦型。

证明不难。
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